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A necessary test for elliptical symmetry based on uniform distribution over Stiefel manifold
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Bernhard Klar

1. ͸͡Ίʹ

ପԁ෼෍ (଒) ͸, ଟมྔਖ਼ن෼෍ ͷҰൠԽͰ͋Γ, ॏཁͳଟมྔ෼෍ͷΫϥεͰ͋Δ. ͦΕΏ͑, ฼ूஂͱ

ͯ͠ପԁ෼෍ΛԾఆ͢Δ͜ͱ͸, ଟ͘ͷଟมྔղੳʹͱͬͯۃΊͯॏཁͰ͋Γ, ͜ͷΑ͏ͳ؍఺͔Β, ΒΕͨ࠾

ඪຊ͕ପԁ฼ूஂ͔Β࠾ΒΕͨ΋ͷͰ͋Δ͔൱͔Λݕఆ͢Δ͜ͱ͸, ܽ͘͜ͱͷͰ͖ͳ͍΋ͷͰ͋Δ.

X1, . . . ,XN Λ p-ݩ࣍ (ྻ) ֬཰ϕΫτϧͱ͢Δ. X = [X1, . . . ,XN ] ʹΑΓରԠ͢Δ p×N ྻߦଌ؍ ͱ

͢Δͱ, ඪຊฏۉϕΫτϧ ྻߦࢄ෼ڞͼඪຊٴ ͦΕͧΕ

X̄ = N−1XjN , (1)

S = n−1XQNX ′, n = N − 1 ≥ p, (2)

ͱද͞ΕΔ. ͜͜ʹ,

jN = (1, . . . , 1)′ ∈ RN , QN = IN −N−1jNj′N . (3)

ຊใࠂͰ͸, εέʔϧԽ͞Εͨࠩ࢒ͷಉ࣌෼෍, ଈͪ p×N ͷ֬཰ྻߦ

W = [W 1, . . . ,WN ] = S−1/2 [X1, . . . ,XN ]QN = S−1/2XQN , (4)

,Ҋ͠ߟΛྔܭ৽ͨͳ౷ͮ͘جʹ ପԁରশੑͷඞཁ৚݅ݕఆͷ৽ͨͳख๏ͷఏҊΛͨ͠. ͜͜ʹ,

W i = S−1/2(Xi − X̄), i = 1, . . . , N, (5)

S−1/2 ͸ S ͷରশฏํࠜͷྻߦٯΛද͢ɻ

2. ओͨΔཧ࿦త݁Ռ

X1, . . . ,XN Λ X ∼ ECp(0,Λ) ͷϥϯμϜίϐʔ, X = [X1, . . . ,XN ] Λ p×N ͷ؍ଌྻߦ (observation

matrix) ͱ͢Δ. ෼෍ܗٿࠨͷΑ͏ͳ࣍ LSp×N (φ) ͷαϒΫϥε Fp×N

Fp×N = {X(p×N) ∼ LSp×N (φX); the distribution of Xa depends on a ∈ RN only through a′a} (6)
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ͱ Iwashita and Klar (2013) ͷ݁ՌʹΑΓ࣍ͷΑ͏ͳ݁ՌΛಘͨ.

Theorem 1. X1, . . . ,XN ͸ಠཱʹ ECp(0,Λ) ʹै͏ͱ͠ X = [X1, . . . ,XN ]ͱ͓͘. S Λ (2) ʹΑΓఆ

ٛ͞ΕΔඪຊڞ෼ྻߦࢄͱͯ͠ p×N ֬཰ྻߦ Y = S−1/2X ͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖

Y ∼ SSp×N (φY ). (7)

͞Βʹ, (3) ͷఆ਺ྻߦ QN ͸ rank(QN ) = n ͷ௚ަࣹӨྻߦͰ͋Δ͔Β, KK ′ = QN , K ′K = In Λຬ଍

͢Δ N × n (࣮) ྻߦ K ͕ଘ͢ࡏΔ. ͜ΕΛར༻ͯ͠ Theorem 1 Λൃల͞ΕΔͱ, .ͷ݁ՌΛಘΔ࣍

Theorem 2. Let X1,X2, . . . ,XN ͸ಠཱʹ ECp(µ,Λ) ै͏֬཰ϕΫτϧͱ͠, X = [X1,X2, . . . ,XN ] ͱ

͓͘. ͞Βʹ, S Λ (2) ʹΑΓఆٛ͞ΕΔඪຊڞ෼ྻߦࢄͱ͢Δ. ͜ͷͱ͖, n× p ֬཰ྻߦ

U = K ′QNX ′(nS)−1/2 = K ′X ′(nS)−1/2 (8)

͸ Stiefel ଟ༷ମ O(n, p) ্ͷҰ༷෼෍ʹै͏. ͜͜ʹ, QN ͸ (3) Ͱఆٛ͞Εͨ N ×N .Ͱ͋Δྻߦ

3. ఏҊ͢Δݕఆख๏ͱ਺஋࣮݁ݧՌ

{X(k)
i }Ni=1 (k = 1, 2, . . . ,m) Λ p-֬ݩ࣍཰ϕΫτϧ X ͷϥϯμϜίϐʔ,

X(k) =
[
X(k)

1 , . . . ,X(k)
N

]
, S(k) = n−1X(k)QNX ′

(k),

ͱͯ͠

Uk = K ′
(k)X

′
(k)(nS(k))

−1/2, n = N − 1 ≥ p, (9)

ͱ͢Δͱ, Theorem 2 ͷ݁Ռ͔Β, X(k)
j ∼ ECp(µ,Λ) (j = 1, . . . , N ; k = 1, . . . ,m)ͳΒ͹ Uk ͸ಠཱʹ Stiefel

ଟ༷ମ O(n, p) ্ͷҰ༷෼෍ʹै͏͜ͱʹͳΔͷͰ Jupp (2001) ͕ఏҊͨ͠ Stiefel ଟ༷ମ্ͷҰ༷෼෍ʹؔ

͢Δݕఆ๏ΛԠ༻ͯ͠, .੒ͨ͠ߏఆखॱΛݕ ఏҊ͢Δݕఆ๏ʹ͍ͯͮج਺஋࣮ݧΛ࣮݁ͨ͠ߦՌ, ପԁ฼ूஂ

ͷԼͰ, ఏҊͨ͠ݕఆख๏͕༗ޮͰ͋Δ͕, ඇପԁ฼ूஂͷԼͰ, .ग़ྗΛ༗͠ͳ͍͜ͱ͕൑໌ͨ͠ݕ ͜ͷݪҼ

ʹ͍ͭͯ͸, .Δ͍ͯ͑ߟ՝୊ͱڀݚͷޙࠓ

ݙจߟࢀ

Iwashita, T. and Klar, B.(2013). The joint distribution of Studentized residuals under elliptical distributions.

submitted

Jupp, P. E.(2001). Modification of the Rayleigh and Bingham tests for uniformity of directions. J. Multi-

variate Anal., 77, 1–20.
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Asymptotic properties of Bayesian type estimators without
assuming that the Hessian matrices of log-likelihood functions

converge

େֶʣࡁܦ࡚ߴɹ༱Ұʢాٶ

ϕΠζܕਪఆྔͷҰகੑɼ઴ۙਖ਼ੑنͳͲͷ઴ۙతͳੑ࣭͸ଟ͘ͷஶऀ (Van der Vaart 1998,

Ibragimov and Hasminskii 1981, Ferguson 1996, Basawa and Rao 1980, Yoshida 2007)ʹΑΓڀݚ

͞Ε͖ͯͨ. Ұൠతʹ, ଟ͘ͷऀڀݚ͸Bernstein-von Mises theoremΛܦ༝ͯ͠ϕΠζܕਪఆྔͷ઴

ۙతͳੑ࣭Λࣔͨ͢Ίʹ, ඪຊ਺͕ແݶେʹൃ͢ࢄΔʹͭΕ, ର਺໬౓ͷϔγΞϯ͕ྻߦਖ਼஋ఆූ߸ߦ

ྻʹऩଋ͢Δ͜ͱΛԾఆ͢Δඞཁ͕͋ͬͨ. ͔͠͠ͳ͕ΒWhite (1980, pp.727-728)Ͱࢦఠ͞Ε͍ͯ

ΔΑ͏ʹɼલड़͞Ε͍ͯΔ಺༰Λอো͢ΔͨΊʹఆৗੑΛԾఆ͢Δ͜ͱ͸͠͹͠͹͍ྑ͍ڧ৚݅ͱͳ

Γɼͦͯ͠ର਺໬౓ͷϔγΞϯ͕ऩଋ͠ͳ͍ྫ΋༰қʹ࡞Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ′͸ྻߦͷసஔΛද͢ه߸

ͱ͢Δ. ͜͜Ͱେ͖͞ nͷ؍ଌϕΫτϧ Ỹ͕༩͑ΒΕͨԼͰͷɼ֬཰ύϥϝʔλʔ Θ̃ΘΘ ≡ (Θ̃1, ..., Θ̃d)′

ͷີޙࣄ౓ؔܕ਺Λ͑ߟΔ:

pn(θθθ|Ỹ) =
exp{−nQn(Ỹ, θθθ)}b(θθθ)∫

Θ exp{−nQn(Ỹ, θθθ)}b(θθθ)dθθθ
. (1)

͜͜Ͱ Qn(Ỹ, θθθ)Λ Qn(θθθ)ͱུ͠هɼLn(θθθ)Λ θθθͷର਺໬౓ؔ਺, π(θθθ)Λ Θ̃ΘΘͷࣄલ෼෍ͱ͢Δͱ͖,

(1)ࣜʹ͓͚Δ b(θθθ)ͱ Qn(θθθ)ͷબͼํ͸ແ਺ʹ͋Δ. ྫ͑͹, Qn(θθθ) = −(1/n) logLn(θθθ), Qn(θθθ) =

−(1/n) logLn(θθθ)π(θθθ)Ͱ͋Δ. ಛʹऀޙͷબͼํʹ͓͍ͯ͸ɼࣄલ෼෍͸؍ଌϕΫτϧ Ỹ͓Αͼઆ໌

ม਺ʢ֎ੜม਺ʣʹґଘ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͦͷͱ͖ (1)ͷԼͰϕΠζܕਪఆྔ͸ҎԼͷࣜͰ༩͑Β

ΕΔ.

θθθBn ≡
(∫

Θ θ1exp{−nQn(θθθ)}b(θθθ)dθθθ∫
Θ exp{−nQn(θθθ)}b(θθθ)dθθθ

, ...,

∫
Θ θkexp{−nQn(θθθ)}b(θθθ)dθθθ∫
Θ exp{−nQn(θθθ)}b(θθθ)dθθθ

)′
. (2)

Hanousek (1990)͸؍ଌϕΫτϧ͕ i.i.d.ͷ৔߹ʹ,ϕΠζܕਪఆྔͱQn(θθθ)ʹΑΓੜ੒͞ΕΔ࠷খί

ϯτϥετਪఆྔ͸઴ۙతʹಉ౳Ͱ͋Δ͜ͱΛࣔͨ͠.

౰೔ͷใࠂͰ͸, Qn(θθθ)ͷϔγΞϯ͕ྻߦਖ਼஋ఆූ߸ྻߦʹऩଋ͢Δ͜ͱΛԾఆΛͤͣʹϕΠζܕ

ਪఆྔ͕ڧҰகੑɼ઴ۙਖ਼ੑنΛͨͭ࣋Ίͷे෼৚݅Λ༩͑ͨ. ঘ, ຊใࠂʹ͓͍ͯ͸Ϟσϧ͕ޡಛ

ఆ͞Ε͍ͯΔ৔߹΋ྀߟʹ͍Ε͍ͯΔͨΊ, ϕΠζܕਪఆྔͱٖਅ஋ͷ͕ࠩ΄ͱΜͲ͍ͨΔͱ͜Ζ 0

ʹऩଋ͢Δ͜ͱΛڧҰகੑͷఆٛͱͯ͠࠾༻ͨ͠. ͞Βʹ͍͔ͭ͘ͷ৚݅ͱ؍ଌϕΫτϧ͕ α-mixing

ʢఆৗͰ͋Δඞཁ͸ͳ͍ʣͰ͋Δ͜ͱͷ΋ͱͰɼϕΠζܕਪఆྔ্͕هͷ઴ۙతੑ࣭Λຬͨ͢͜ͱ΋

ซͤͯใࠂΛͨ͠.



·ͨϩδοτϞσϧΛ༻͍ͯɼઆ໌ม਺ͷৼΔ෣͍ʹΑͬͯ͸ର਺໬౓ؔ਺ͷϔγΞϯ͕ऩଋ͠

ͳ͍ྫΛ༩͑ɼ͞ΒʹGourieroux and Monfort (1981)ͷ৚݅Λ༻͍Δ͜ͱͰϕΠζܕਪఆྔ͕ڧҰ

கੑɼ઴ۙਖ਼ੑنΛͨͭ࣋Ίͷे෼৚݅Λ༩͑ͨ.

,͍͓ͯʹAR(1)Ϟσϧͭ࣋ͳ᎟ཚ߲Λࢄඇ౳෼ʹޙ࠷ α-mixingੑΛຬͨͨ͢Ίͷे෼৚݅Λ༩

͑ɼͦͯ͋͠Δίϯτϥετؔ਺Λ༻͍ͨϕΠζܕਪఆྔ͕ऑ͍৚݅ͷ΋ͱͰڧҰகੑɼ઴ۙਖ਼ੑن

Λͭ࣋͜ͱΛใͨ͠ࠂ.

ঘɼຊใ࠷ͯؔ͠ʹࠂখίϯτϥετਪఆྔͷ઴ۙతੑ࣭ʹؔ͢Δ࣭໰, ٖਅ஋ʹؔ͢Δ࣭໰ɼ઴

ۙ༗ޮੑʹؔ͢Δ࣭໰ɼඇ౳෼ࢄAR(1)Ϟσϧʹ͓͚Δ α-mixingʹؔ͢Δ࣭໰͕͋ͬͨ.



Third-order average local powers of Bartlett-type adjusted tests:
Ordinary versus adjusted profile likelihood

柿沢 佳秀 (北大経済)

1. 設定と記号　 dX-次元の密度関数モデル P = {f(x, θ) : θ ∈ Θ ⊂ Rp} で未知の
母数ベクトルを θ = (θ′

(1), θ
′
(2))

′, θ(1) = (θ1, . . . , θp1)
′, θ(2) = (θp1+1, . . . , θp)′ のように

分割し, 帰無仮説 θ(1) = θ(1)0 を検定する. "ji1...jiRi
(x, θ) = ∂

∂θji1
· · · ∂

∂θjiRi

log f(x, θ),

i = 1, . . . , v の f(x, θ) に関する v 次キュムラントを νj11...j1R1 ,...,jv1...jvRv
(θ) と書き,

Z(N)
j (θ) = N−1/2 ∑N

i=1 "j(Xi, θ), Z(N)
j1j2(θ) = N−1/2 ∑N

i=1{"j1j2(Xi, θ) − νj1j2(θ)} などを
定義する. このとき, 情報量行列 [νj,k(θ)] = −[νjk(θ)] とスコアベクトルを分割し,

[νj,k(θ)] =

(
ν(1,1)(θ) ν(1,2)(θ)

ν(2,1)(θ) ν(2,2)(θ)

)

, [Z(N)
j (θ)] =



 Z(N)
(1) (θ)

Z(N)
(2) (θ)





と書く. ここで,パラメータ直交性,すなわち,『任意の θ ∈ Θに対しν(1,2)(θ) = Op1,p2』

を仮定しない. p×p1 行列 [Gj,a(θ)] =



 Ip1

−ν−1
(2,2)(θ)ν(2,1)(θ)



を定義する. 以下,添え字

については, j1, . . . , jR ∈ {1, . . . , p} (j, k も同様), a1, . . . , aR ∈ {1, . . . , p1} (a, b も同様),

r1, . . . , rR ∈ {p1 + 1, . . . , p} (r, s も同様) と約束し, それらの和 ∑p
j1,...,jR=1,

∑p1
a1,...,aR=1,∑p

r1,...,rR=p1+1 に対しては Einstein表記法を採用する.

2. 通常の尤度解析　対数尤度 L(N)(θ) =
∑N

i=1 log f(Xi, θ) を最大化し, (Unrestricted)

MLE θ̂
(N) 及び Restricted MLE θ̃

(N)での評価は, ハット/チルド記号を付ける;

LR(N) = 2(L̂(N) − L̃(N)) , grad(N) = (Z̃(N)
(1) )′N1/2(θ̂

(N)

(1) − θ(1)0)

R(N) = (Z̃(N)
(1) )′ν̃−1

(11·2)Z̃
(N)
(1) , W(N) = N(θ̂

(N)

(1) − θ(1)0)′ν̂(11·2)(θ̂
(N)

(1) − θ(1)0)

MR(N) = (Z̃(N)
(1) )′ν̂−1

(11·2)Z̃
(N)
(1) , MW(N) = N(θ̂

(N)

(1) − θ(1)0)′ν̃(11·2)(θ̂
(N)

(1) − θ(1)0)






d−→ χ2
p1

.

3. 修正プロファイル尤度解析　各 θ(1) に対しプロファイル対数尤度は

LP(N)(θ(1)) = L(N)(θ̌
(N)

(θ(1)))

で定義される. ここに, θ̌
(N)

(θ(1)) =



 θ(1)

θ̌
(N)
(2) (θ(1))



, θ̌
(N)
(2) (θ(1)) = arg maxθ(2)

L(N)(θ)

であり, θ̂
(N)

= θ̌
(N)

(θ̂
(N)

(1) ) と θ̃
(N)

= θ̌
(N)

(θ(1)0) に注意すれば, 上記の LR(N)は

LR(N) = 2{LP(N)(θ̂
(N)

(1) ) − LP(N)(θ(1)0)}
d−→ χ2

p1

と書け, 局外母数を含む場合の尤度比検定は “プロファイル尤度解析”と解釈されうる.

しかし, LP(N)(θ(1)) は “正真正銘な対数尤度”でなく, 『E(N)

θ(1)0,θ†
(2)

[ ∂
∂θa

LP(N)(θ(1)0)] = 0』
とならないため, Stern (1997; JRSS) は修正プロファイル対数尤度を定義している;

LAP(N)(θ(1)) = LP(N)(θ(1)) − N−1/2M̌′Ǧν̌−1
(11·2)Ž

(N)
(1) [ここに, Q̌ = Q(θ̌

(N)
(θ(1)))].



なお, Mj(θ) = 1
2 {νrr′,j(θ) + νr,r′,j(θ)}νr,r′

(2,2)(θ) は局外母数を含む高次漸近論の文脈で
お馴染みのものであり, この量が消えないとき LR(N) は一般的に２次漸近不偏でない
(Hayakawa, 1975; Bio). 本報告では, 2節の通常の統計量とその修正プロファイル版

LRAP(N) = 2{LAP(N)(θ
(N)
(1) ) − LAP(N)(θ(1)0)} ,

gradAP(N) = [ ∂
∂θa

LAP(N)(θ(1)0)][θ
(N)
(1) − θ(1)0]a,

RAP(N) = N−1[ ∂
∂θa1

LAP(N)(θ(1)0)]ν
a1,a2

(11·2)(θ̌
(N)

(θ(1)0))[
∂

∂θa2
LAP(N)(θ(1)0)] ,

WAP(N) = N(θ
(N)
(1) − θ(1)0)

′ν(11·2)(θ̌
(N)

(θ
(N)
(1) ))(θ

(N)
(1) − θ(1)0) ,

MRAP(N) = N−1[ ∂
∂θa1

LAP(N)(θ(1)0)]ν
a1,a2

(11·2)(θ̌
(N)

(θ
(N)
(1) ))[ ∂

∂θa2
LAP(N)(θ(1)0)] ,

MWAP(N) = N(θ
(N)
(1) − θ(1)0)

′ν(11·2)(θ̌
(N)

(θ(1)0))(θ
(N)
(1) − θ(1)0)

の局所検出力を漸近展開で比較した. ここに, θ
(N)
(1) = arg maxθ(1)

LAP(N)(θ(1)).

4. (平均)局所検出力　 2,3節の統計量は, それぞれ

T (N) ≈ Z̃(N)
a ν̃a,b

(11·2)Z̃
(N)
b +

2
N1/2

(
C̃G G G

b1b2b3

3∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi + C̃G G

b1b2,k1k2
Z̃(N)

k1k2

2∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi

)

+
2
N

{
D̃G G G G

b1b2b3b4

4∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi + (D̃G G G

b1b2b3,k1k2
Z̃(N)

k1k2
+ D̃G G G

b1b2b3,k1k2k3
Z̃(N)

k1k2k3
)

3∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi

+D̃G G
b1b2,k1k2,k3k4

Z̃(N)
k1k2

Z̃(N)
k3k4

2∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi

}
,

T AP(N) ≈ T (N) +
2

N1/2
M̃G

b1
[ν̃−1

(11·2)Z̃
(N)
(1) ]b1

+
2
N

(1
2

M̃G
b1

ν̃b1,b2
(11·2)M̃

G
b2

+ M D̃G G
b1b2

2∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi + M D̃G

b1,k1k2
Z̃(N)

k1k2
[ν̃−1

(11·2)Z̃
(N)
(1) ]b1

)

と確率展開され, 以下の２形式の調整 (Kakizawa, 2012ab,2013; JMVA,SPL) を考えた;

#GCF(N) = #(N) +
2

N

∑

R=2,4,6

Γ̃b1···bR

R∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi ,

#GB(N) = #(N) +
2

N1/2
Γ̃C

b1b2b3

3∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi +

2

N

{
(Γ̃#

b1b2b3b4 + ∆̃b1b2b3b4)
4∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi

+∆̃b1b2b3,k1k2Z̃
(N)
k1k2

3∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi + Γ̃#

b1b2

2∏

i=1

[ν̃−1
(11·2)Z̃

(N)
(1) ]bi

}
.

ただし, P (N)

θ(1)0,θ†
(2)

[#GCF(N) ≤ x], P (N)

θ(1)0,θ†
(2)

[#GB(N) ≤ x] = Pr[χ2
p1

≤ x] + o(N−1) となる
ようにした (こうしないとサイズが揃わないために公平な検出力比較が不可能である).

局所対立仮説 θ†(N) ≡ (θ′
(1)0, (θ

†
(2))

′)′ + N−1/2(h′
(1), 0

′
p2

)′ の下で検出力を 3次まで導出
して, 以下の平均基準からRGCF(N) または (RAP)GCF(N) の “ある意味”の 3次最適性を
示した;

ave
Sλ

{π(h(1))} =

∫
Sλ

π(h(1)) dh(1)∫
Sλ

dh(1)
, Sλ = {h(1) ∈ Rp1 : h′

(1)ν(11·2)h(1) = λ} (λ > 0) .
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“Two-Sample Estimation of Varying Coefficient Models via Nearest 

Neighbor Matching” [Artem Prokhorov (University of Sydney) ] 

 

(varying coefficient 

model, “VCM”)

(nearest neighbor matching, “NNM”)

VCM

NNM

NNM

 

NNM

(two-sample ordinary least 

squares, “TSOLS”)

(omitted variable bias) TSOLS

TSOLS



 

2 
 

Gouriéroux, Monfort and Renault (1993)
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Applied Econometrics, 8, S85 - S118. 

Smith, A. A., Jr. (1993): “Estimating Nonlinear Time-Series Models Using Simulated 

Vector Autoregressions,” Journal of Applied Econometrics, 8, S63 - S84. 
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The Financial Crisis in 2008-2009 and the European Crisis thereafter made many 

European states (countries) with currency integration or equivalently member states of the 
European Economic and Monetary Union (EEMU) confronting severe budgetary and 
unemployment problems, as reflected in Greek economy, where as of May 2013, there are 
27 countries in the EU (European Union) among which 17 states form the EEMU. The 
European problem is affecting global economies through trade relations and financial 
markets, and naturally the world concerns about their future movements, because a collapse 
of the EEMU would make a significantly serious impact on the world economy.  

In this paper, via interest rate (IR) differential, GB price differential, default probability 
(DP) and CDS, we will make a comprehensive credit risk analysis on the GB price data of 
the Five States; Germany, France, Italy, Spain and Greece over 2007.4-2012.3. In order to 
derive term structures of interest rates (TSIRs), the forward-looking GB-pricing model 
proposed in Kariya (1993) and applied in Kariya, Wang, Wang, Doi and Yamamura (2012) 
(shortened KWWDY (2012)) is applied to each monthly cross-sectional set of GB prices. 
And to derive term structures of default probabilities (TSDPs) relatively to DGB, the 
forward-looking CB (Corporate Bond) pricing model proposed in Kariya (2013) is also 
applied to each monthly cross-sectional set of FGB, IGB, SGB, and GrGB, which are 
regarded as CBs in the model, while DCBs are viewed as non-defaultable reference GBs. In 
derivations of TSIRs, P-differentials and TSDPs, we use each monthly cross-sectional set 
of GB price data at the last business day of each month where the period of analysis is 
2007.4-2012.3. Our arguments are sometimes made associated with the conditions in 
Maastricht Treaty, which we will discuss in Section 2 and show a legitimacy of regarding 
DGB as a reference GB. 

  First after making some discussions and observations on the business cycles of the 
Five States and the Maastricht convergence condition of IRs, we derived TSIRs via the 
bond-pricing model in KWWDY (2012) and compared them. In association with the 
budgetary conditions and business cycles of the Five States, we found that (a) in the 
sub-period 2007.4-2008.6 the TSIRs of the Five States moved together at the 
approximately same levels, meaning that no credit differentiation was found in 
IR-differentials, (b) in the sub-period 2008.7-2010.3 all the IRs tended to decrease 
gradually as trend movements but their IR-differentials exhibited some credit 
differentiation, (c) in the sub-period 2010.4-2011.12 the IR-differentials tended to diverge 



 
 

and (d) after that they tended to get stabilized gradually.  Though F-TSIRs moved together 
with D-TSIR before the Euro Crisis, then they deviate. This deviation would have made the 
role of the German Government more important for the stability of the EEMU.  
 Secondly we proposed what we call CRPS measure, which measures directly credit risk 
via P-differential between a given GB and DGB-equivalent in terms of euros. The CRPS 
measure is model-free once the mean discount function of Germany is estimated. In our 
empirical analysis the 10-year CRPSs of Italy and Spain in the mid of the Financial Crisis 
2009.3 were respectively about -10 euros and -7 euros, but in the mid of the Euro Crisis 
2011.12 they jumped down to about -35 euros and -30 euros. Since the CRPS measure is 
additive, it can be used to measure credit risk volume (in euros) of a bond portfolio.  
 Thirdly the TSDPs of the Four States were derived via CB-pricing model in Kaiya (2013) 
and compared. The model enabled us to transform the term structures of CRPSs into 
TSDPs, and it turned out that the 10 year CRPSs of Italy and Spain in 2011.12 respectively 
corresponded to about 35% and 30% where the recovery rate was assumed to be zero. In 
addition we substantiated the observations on credit differentiation obtained through TSIR 
analysis in terms of DPs. Also it was observed that the Financial Crisis did not affect the 
DPs of France, did increase the DPs of Italy, Spain and Greece to the levels of 6%, 10% 
and 20% respectively, but after that their DPs decreased. The time series movements of the 
TSDPs of the Four States were associated with business cycles, Financial Crisis and Euro 
Crisis.  
 Fourthly the time series relationships between IR-differentials and DPs of each maturity 
were shown to be strongly linear by our regression analysis, which enables us to convert 
IR-differentials into DPs for each maturity and vice versa. Consequently the Maastricht 
convergence condition can be stated in terms of DPs. It was observed that Italy, Spain and 
Greece did not meet the required condition in the period of the Euro Crisis though they are 
the members of the EEMU, creating the instability of the EEMU system that was an 
economic concern in the global world. But an explicit solution that President Van Rompuy 
(2012) planned for a genuine integration of the EEMU will stabilized the EEMU.  
 Finally we made compared CDS prices of each maturity to our TSDPs by term series 
regression and found that CDS prices were well explained by DP levels and slopes of 
TSDPs. Since the CDS prices are formed in a different market by different players, this 
result will show that our approach and model to deriving TSDP measures are effective. In 
addition the regression model will enable us to use for trading CDSs. 
 Overall, our empirical model analysis on credit risk of the main states of the EEMU will 
be effective and the results therein will be useful for decision making in credit investment 
and risk management. 
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1 Introduction

ɹ The purpose of this research work is to derive the opti-
mal investment plan to hedge risks and maximize the total
wealth for defined contribution pension (DCP). The target
of investments are domestic and foreign stocks, domestic
and foreign bonds, Real Estate Investment Trust (REIT),
insurance, trust, fund, and other financial products. We
consider the problem where pension members invest in fi-
nancial products including stocks and index bonds. On the
assumption that pension members are not day-trader and
their portfolios are rebalanced once a week at most, we de-
rive a theoretical result of the optimal investment plan with
numerical examples.

2 Theory of the optimal investment problem

2.1 Basic definition for optimal investment
problem

ɹ
Throughout the following discussion, we assume that

the market is arbitrage-free and complete. Let t ∈ [0,T ]
be continuous time variable provided that t = 0 is the start-
ing time of DC plan, and t = T is the terminal time of the
pension. Then we define the stochastic price level as

dP(t)
P(t)

= idt + σ00dW0(t)

P(0) = p > 0

where the constant i is the expected rate of inflation and
W0(t) is a Brownian Motion. The volatility of the price
level is σ00. And we have the following properties:.

1) The price of risk-free an bond with risk-free rate R is

dB(t)
B(t)

= Rdt

2) The price process of index bond with real return r sat-
isfies

dI(t)
I(t)

= (r + i) dt + σ00dW0(t)

3) The price process of n stocks are given by

dS (t)
S (t)

= µdt + Σ dWT (t)

where µ is the expected of return vector on the stocks,
Σ is volatility matrix of stocks, and WT (t) is Brow-
nian motion vector with Wk ! Wj (k " j, k, j =
0, 1, 2, . . . , n)

Then we denote the market price of risk by θ, which is
described as a function of r, i, µ,R and Σ.
Moreover, define the salary process of the pension plan

member by

dY(t)
Y(t)

= κdt + σsdW(t)

κ = γ + i, σs = σy + σ00, Y(0) = y > 0

where γ is the expected growth rate of salary, σy is the
volatility of salary, and both are constant. The salary pro-
cess Y(t) can be solved in the closed form by using Ito’s
Lemma.
Suppose that a DC pension member contributes to an

index bond and n kinds of financial products such as stocks
or funds with the fixed contribute rate c (> 0). Then the
portfolio weight process π(t) is assumed to be

π(t) =




π0(t)
π1(t)
...
πn(t)




The first element π0(t) corresponds to the index bond,
and (π1(t), π2(t), . . . , πn(t)) the n kinds of financial prod-
ucts. The member invests share of 1 − ∑n

i=0 πi in the risk-
free bond. Hence we define the wealth process Xπ(t) with
an initial value of x (0 ≤ x < ∞) in the following manner.

dXπ(t) = Xπ(t)
[
Rdt + π%(t)σ (θdt + dW(t))

]
+cY(t)dt (1)

where cY(t) is the amount of money contributed to the in-
dex bond and the financial products at time t. In addition,
we set the stochastic discount factor H(t) by

H(t) = exp
{
−Rt − 1

2
‖θ‖2t − θ%W(t)

}

which adjusts for the nominal interest rate and the market
price of risk. The following definition is quoted from [2]



Definition 1 A portfolio vector π(t) is said to be admissi-
ble if the corresponding wealth process Xπ(t) in (1) satis-
fies

Xπ(t) + Et
[∫ T

t

H(s)
H(t)

cY(s)ds
]
≥ 0, P − a.s.

where {F (t)}t is the Brownian filtration and Et denotes the
conditional expectation given F (t) under P. We call the
term

Et

[∫ T

t

H(s)
H(t)

cY(s)ds
]

the human capital.

Assume that the utility function of the constant relative
risk aversion has the form

u(z) =
z1−γ

1 − γ (2)

Then, as is discussed in [3], the representative pension plan
member wishes to maximize the expected utility from the
terminal value of the pension fund given an initial invest-
ment of x > 0, that is

max
π∈Ā(x)

E
[
u(Xπ(T )

]
(3)

subject to

dXπ(t) = Xπ(t)
[
Rdt + π%(t)σ (θdt + dW(t))

]
(4)

+cY(t)dt
Xπ(0) = x (5)

The problem stated in (3)-(5) is the classical terminal
wealth optimization problem. Our final aim is to derive
the optimal portfolio weight process π(t) as the solution to
the optimization problem.

2.2 Modeling for optimal investment prob-
lem

We consider the plan member’s future contribution. For
that purpose, define the present value of expected future
contribution process by

D(t) = Et

[∫ T

t

H(s)
H(t)

cY(s)ds
]

=
c
β

(
exp {β(T − t)} − 1) Y(t) (6)

for t ∈ [0,T ] with

β = κ − R − σsθ0

The representation (6) yields the stochastic differential
equation such as

dD(t) = D(t)
[
(R + σsθ0) dt + σ%Y dW(t)

]
− cY(t)dt (7)

Then we obtain the total wealth process

V(t) = Xπ(t) + D(t) (8)

It follows from (5), (7) and (8) that

dV(t) = dXπ(t) + dD(t)

We consider also that the differential discounted process
of the total wealth. By Ito product rule

d(H(t)V(t))
= H(t)dV(t) + V(t)dH(t) + dV(t)dH(t)

2.3 Theoretical optimal investment solution
In view of the observation in the previous subsection, we
restate the classical terminal wealth optimization problem
(3)-(5) in terms of V(t).

max
π∈Ā(x)

E
[
u(Xπ(T ))

]
= max
π∈A1(x+d)

E [u(V(T ))] (9)

Thus the problem (3)-(5) is replaced by (9).
Let the superscribe (∗) be the corresponding optimal pro-

cess hereafter, then the optimal wealth process is given by

V∗(t) =
x + d
H(t)

Z1(t)

with

Z1(t) = exp


1 − γ
γ
θ%W(t) − 1

2

(
1 − γ
γ

)2
‖θ‖2t



Therefore solving for π∗(t) gives

π∗(t) =
1
γ

(
σ%
)−1
θ +
(
σ%
)−1
(
1
γ
θ − σY

)
D(t)

V∗(t) − D(t)
which is the optimal weight process of our aim.

3 Numerical work

Some numerical works using real financial data have been
presented in the symposium.
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Abstract

This talk discusses recent developments of statistical arbitrage and cointegra-

tion. By virtue of some of the asymptotic results about co-integration tests,

a pair-trading strategy is constructed from which statistical arbitrage can

be developed. In particular, a statistical arbitrage strategy is constructed

for volatility trading. The talk concludes with some of the applications to

financial data.
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" Unobserved Heterogeneity in Longitudinal Data: An Empirical Bayes 

Perspective" 
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              Abstract 

Empirical Bayes methods for Gaussian and binomial compound decision 

problems involving longitudinal data are considered. A new convex 

optimization formulation of the nonparametric (Kiefer-Wolfowitz) maximum 

likelihood estimator for mixture models can be used to construct 

nonparametric Bayes rules for compound decisions. The methods are 

illustrated with some simulation examples as well as an application to 

predicting baseball batting averages. Comparisons with nonparametric 

Bayesian methods based on Dirichlet process priors are also provided. 



確率優越性の評価基準で平均と分散の双方に順序制約がある場合の２つの正規母
集団の平均の推定とその応用

目白大学・社会学部　張 　元宗　　　慶應大学・理工学部　篠崎 信雄

1．はじめに
制約された母数空間における推定問題が数多く考えられるが、母平均に関する代表的な線形制約条件は次のような
ものが挙げられる。(1)非負性 (2)順序制約 (simple order) (3)simple tree order (4)傘型順序制約である。例えば、
順序制約は、年齢とともに平均値が大きくなると考えられる量（児童の身長など）、薬品の投与量とともに平均的に
大きくなると考えられる反応量などの場合に考えられている。このような場合の統計的推測について、古くから様々
の研究が進められてきているが、1988 年以前の研究については、Barlow et al.(1972) や Robertson et al. (1988)

で詳しく解説されている。その後の発展、特に、点推定及び区間推定については、Silvapulle & Sen(2005) や van

Eeden(2006)のモノグラフィによって解説されている。また、国内では張 (Chang)と篠崎 (Shinozaki)は制約条件を
考慮する最尤推定量（RMLE）による改良問題について研究を推進し、Kubokawa, Tsukuma, Marchand, Perron,

Strawdermanらは一般ベイズ推定量の許容性およびミニマックス性などについて精力的に研究を進めている。
ここでは、母平均と分散の双方に順序制約条件がある場合の２つの正規母集団における平均の推定問題を、確率優越
性 (stochastic domination)あるいは平均 2乗誤差 (MSE)を評価基準として考える。Xij , i = 1, 2, j = 1, . . . , ni は
平均 µi、分散 σ2

i の正規分布からの独立な観測値とする。ここで、µi と σ2
i は共に未知で、X̄i =

∑ni

j=1 Xij/ni, s2i =∑ni

j=1(Xij − X̄i)2/(ni − 1) は µi と σ2
i の不偏推定量である。Oono & Shinozaki(2005)が µi の打ち切り型推定量

µ̂OS
1 = min{X̄1, µ̂

GD}, µ̂OS
2 = max{X̄2, µ̂

GD} (1.1)

を提案し、µ̂OS
i が制約条件を無視した µi の最尤推定量 X̄i を MSEで改良するための必要十分条件を与えた。ここ

で、µ̂GD は Graybill & Deal(1959)が提案した２つの正規分布の共通母平均の推定量

µ̂GD =
n1s22

n1s22 + n2s21
X̄1 +

n2s21
n1s22 + n2s21

X̄2

である。しかし、分散にも順序制約条件 σ2
1 ≤ σ2

2 がある場合、s21 > s22 のとき、n1s22/(n1s22 + n2s21) < n1/(n1 + n2)

となり不自然である。そこで、次のような推定量

µ̂CS
1 =

{
µ̂OS
1 , if s21 ≤ s22

min{X̄1,
n1

n1+n2
X̄1 +

n2
n1+n2

X̄2}, if s21 > s22,
(1.2)

µ̂CS
2 =

{
µ̂OS
2 , if s21 ≤ s22

max{X̄2,
n1

n1+n2
X̄1 +

n2
n1+n2

X̄2}, if s21 > s22
(1.3)

を考え、µ̂CS
i と µ̂OS

i との比較を行い、次のような結果を得た。
２．結果
大きい分散に対応する母平均 µ2 の推定：
定理１． µ̂CS

2 は µ̂OS
2 より確率的に優れている。つまり、すべての µ1 ≤ µ2, σ2

1 ≤ σ2
2 に対して、

P

{
| µ̂CS

2 − µ2 |≤ d

}
≥ P

{
| µ̂OS

2 − µ2 |≤ d

}
, ∀ d > 0

が成立。（証明を付録に置く。）
系２． MSEを基準にしたとき、µ̂CS

2 は µ̂OS
2 より優れている。

小さい分散に対応する母平均 µ1 の推定：
定理３． ∆ = µ2 − µ1 が十分大きいとき、µ̂CS

1 は µ̂OS
1 よりも大きなMSEをもつ。

次に、(µ1, µ2)の同時推定を考える。
定理４． (µ̂CS

1 , µ̂CS
2 ) は (µ̂OS

1 , µ̂OS
2 )より次の意味で優れている、つまり、 すべての µ1 ≤ µ2, σ2

1 ≤ σ2
2 に対して、

P

{ 2∑

i=1

(
µ̂i − µi

σ2
i /ni

)2

≤ d

}
≥ P

{ 2∑

i=1

(
µ̂OS
i − µi

σ2
i /ni

)2

≤ d

}
, ∀ d > 0,



が成立。
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No.1, pp. 295-314. (5)Oono, Y. and Shinozaki, N. (2005), “Estimation of two order restricted normal means with unknown and

possibly unequal variances,” Journal of Statistical Planning and Inference, Vol. 131, Issue2, pp. 349-363. (6) Silvapulle, M. J.,

Sen, P. K. (2004). Constrained Statistical Inference. Wiley, New Jersey. (7) van Eeden, C., (2006). Restricted Parameter Space
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付録　（定理１の証明）
まず、P{|µ̂CS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2}を下記のように表現できる。

P

{
|µ̂CS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s
2
1 ≤ s22

}
P{s21 ≤ s22}+ P

{
|µ̂CS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s
2
1 > s22

}
P{s21 > s22}.

µ̂CS
2 は µ̂OS

2 より、確率的に優れているために、次の式を証明すればよい。

P

{
|µ̂CS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s
2
1 > s22

}
≥ P

{
|µ̂OS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s
2
1 > s22

}
. (A.1)

c = n1/(n1 + n2)とする。 (A.1)の左辺は

P

{
|c(X̄1 − µ2) + (1− c)(X̄2 − µ2)| ≤ d|X̄1 > X̄2, s

2
1 > s22

}
. (A.2)

になる。次に、変数変換Wi = X̄i −µ2, i = 1, 2. を行うと、W1 ∼ N(−∆, τ21 ), W2 ∼ N(0, τ22 )に従い、W1 とW2

は互いに独立になる。ここで、∆ = µ2 − µ1 であり、τ2i = σ2
i /ni, i=1,2である。

よって、(A.2)は
P{−d ≤ cW1 + (1− c)W2 ≤ d|W1 > W2, s

2
1 > s22}. (A.3)

になる。さらに、変数変換 V1 = W1 − W2, V2 = (τ22 /τ
2
1 )W1 + W2. を行うと、V1 と V2 は互いに独立で、V1 ∼

N(−∆, τ21 + τ22 ), V2 ∼ N(−(τ22 /τ
2
1 )∆, τ22 (τ

2
1 + τ22 )/τ

2
1 ) である。また、W1 = τ2

1 (V1+V2)
τ2
1+τ2

2
,W2 = τ2

1V2−τ2
2V1

τ2
1+τ2

2
, であるか

ら、便宜上、s21 > s22 を固定し、(A.3)は

P

{
−d ≤ cW1 + (1− c)W2 ≤ d|W1 > W2

}
= P

{
−d ≤ (cτ21 − (1− c)τ22 )V1 + τ21V2

τ21 + τ22
≤ d|V1 > 0

}

= P

{
(cτ21 − (1− c)τ22 )V1 + τ21V2 ≥ −d(τ21 + τ22 )|V1 > 0

}
− P

{
(cτ21 − (1− c)τ22 )V1 + τ21V2 ≥ d(τ21 + τ22 )|V1 > 0

}
.

= E{g(c, V1)|V1 > 0},

になる。ここで、

g(c, v1) = Φ

(
((1− c)τ22 − cτ21 )v1 + τ22∆+ d(τ21 + τ22 )

τ1τ2
√
τ21 + τ22

)
− Φ

(
((1− c)τ22 − cτ21 )v1 + τ22∆− d(τ21 + τ22 )

τ1τ2
√
τ21 + τ22

)
.

である。同様に、(A.1)の右辺については、次のように計算される。

P

{
|µ̂OS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s
2
1 > s22

}
= E{g(γ0, V1)|V1 > 0, s21 > s22},

ここで、γ0 = n1s22/(n1s22 + n2s21)である。
v1 > 0を固定した上で、g(u, v1)は 0 ≤ u ≤ 1の非減少関数であることを簡単に証明できる。また、s21 > s22 に対
して、c > γ0 が成立するので、

P

{
|µ̂2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s

2
1 > s22

}
≥ P

{
|µ̂OS

2 − µ2| ≤ d|X̄1 > X̄2, s
2
1 > s22

}
,

が成立、証明が完成した。



LMSR-method ͱͦͷԠ༻

ౡࠜେֶେֶӃ૯߹ཧڀݚֶ޻ՊM2 ਗ਼ਫ ঵ଠ

ౡࠜେֶେֶӃ૯߹ཧڀݚֶ޻Պ਺ཧՊֶྖҬ ಺౻ ؏ଠ

1 ͸͡Ίʹ

LMS-method ͸Cole and Green (1992)ͰఏҊ͞Εͨඇઢܗճؼ෼ੳख๏Ͱ͋Δ (Cole

(1990),Cole,Freeman and Preece(1998)΋ࢀর)ɽLMS-mehod ͸ਓମͷ੒௕Λ࿪౓ɼதԝ

஋ɼมಈ܎਺ͷ 3ͭͷύϥϝʔλΛؚΉ΂͖ม׵ʹΑͬͯଊ͑Δख๏Ͱ͋ͬͨɽैདྷͷख

๏͸ɼઆ໌ม਺ͱ໨తม਺͕ڞʹ Խ͠ݩ࣍ͷ৔߹Ͱ͋ΔɽͦͷͨΊɼ໨తม਺Λଟݩ࣍1

ͨઃఆͷ΋ͱͰҰൠԽͨ͠ɽҰൠԽͨ͠ LMS-methodΛɼLMSR-methodͱݺͿ͜ͱʹ

͢ΔɽLMSR-methodͰ࠷΋ॏཁ͢ࢹΔύϥϝʔλ͸தԝ஋Ͱ͋Δɽ͜ͷதԝ஋Λ༻͍ͯ

ଟۭؒݩ࣍ʹ͓͚Δ తʹଊ͑Δݩ࣍ઢΛඳ͘͜ͱʹΑͬͯɼਓମͷ੒௕աఔΛଟۂݩ࣍1

͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ

2 LMSR-method

2.1 LMS-method

σʔλ {(xi, yi) : i = 1, · · · , n}͕ಘΒΕͨͱ͖ɼxiʹ͓͚Δ yiͷ࿪౓ɼதԝ஋ɼมಈ

਺Λද͢ύϥϝʔλΛͦΕͧΕ܎ L(xi),M(xi), S(xi)(i = 1, · · · , n)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ3

ͭͷύϥϝʔλΛ༻͍ͯ࣍ͷม׵Λ͑ߟΔɿ

zi =






(
yi

M(xi)

)L(xi)

− 1

L(xi)S(xi)
, L(xi) "= 0

log

(
yi

M(xi)

)

S(xi)
, L(xi) = 0

, i = 1, · · · , nɽ

͜ͷͱ͖

Z1, · · · , Zn
i.i.d.∼ N(0, 1)

ΛԾఆ͢Δɽͦ ͯ͠ɼະ஌ͷύϥϝʔλL = (L(x1), · · · , L(xn))T ,M = (M(x1),· · · ,M(xn))T ,

S = (S(x1), · · · , S(xn))T͸േଇ෇࠷໬๏Ͱਪఆ͢ΔɽL,M ,S͸Natural Cubic Spline(NCS)

Ͱ͋ΔͱԾఆ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼേଇ෇ର਺໬౓ؔ਺Π(L,M ,S)͸

Π(L,M ,S) = !(L,M ,S)− αL

2
LTKL− αM

2
MTKM − αS

2
STKS

ͱͳΔɽͨͩ͠ɼαL, αM , αS ͸ฏ׈ԽύϥϝʔλͰ͋Γ౳Ձࣗ༝౓ʹΑͬͯఆΊΒΕΔɽ

ର਺໬౓ؔ਺ !(L,M ,S)͸

!(L,M ,S) =
n∑

i=1

{
L(xi) log

(
yi

M(xi)

)
− logS(xi)

}

1



ͱͳΔɽ·ͨK͸ɼxi (i = 1, · · · , n)ʹͷΈґଘ͢Δ n×nྻߦͰ͋Δ (Green and Silver-

man(1994)ࢀর)ɽേଇ෇ର਺໬౓ؔ਺Π(L,M ,S)ͷ࠷େԽʹΑͬͯಘΒΕͨL,M ,Sͷ

ਪఆྔ L̂ =
(
L̂(x1), · · · , L̂(xn)

)T
,M̂ =

(
M̂(x1), · · · , M̂(xn)

)T
, Ŝ =

(
Ŝ(x1), · · · , Ŝ(xn)

)T

ΑΓ

{(
xi, L̂(xi)

)
: i = 1, · · · , n

}
,
{(

xi, M̂(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,
{(

xi, Ŝ(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}

Λ࡞Γɼ͜ΕΒΛ NCSͰฏ׈Խ͢Δɽσʔλ {(xi, yi) : i = 1, · · · , n}͸͜ͷΑ͏ʹͯ͠
ಘΒΕΔ 3ͭͷۂઢ L̂(x), M̂(x), Ŝ(x)Ͱઆ໌͞ΕΔɽ

2.2 LMSR-method

໨తม਺Λଟݩ࣍Խͨ͠ઃఆͷ΋ͱͰͷ LMS-methodͷҰൠԽ͕ LMSR-methodͰ͋

Δɽଟݩ࣍Խͨ͠ࡍʹඞཁͱͳΔม਺ؒͷ૬ؔʹ͍ͭͯ͸ 2ͭͷύλʔϯΛ͑ߟΔɽ

2.2.1 ૬͕ؔؔ਺ͷͱ͖

σʔλ {(xi,yi) : i = 1, · · · , n},yi = (yi1, · · · , yim)T ͕ಘΒΕͨͱ͖ɼxiʹ͓͚Δ yik
ͷ࿪౓ɼதԝ஋ɼมಈ܎਺Λද͢ύϥϝʔλΛ Lk(xi),Mk(xi), Sk(xi)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

3ͭͷύϥϝʔλΛ༻͍ͯ࣍ͷม׵Λ͑ߟΔɿ

zik =






(
yik

Mk(xi)

)Lk(xi)

− 1

Lk(xi)Sk(xi)
, Lk(xi) "= 0

log

(
yik

Mk(xi)

)

Sk(xi)
, Lk(xi) = 0

, i = 1, · · · , n; k = 1, · · · ,mɽ

ͦͯ͠ɼZi = (Zi1, · · · , Zim)T ͱ͓͖

Zi ∼ Nm(0, I(R(xi))),Zi⊥⊥Zj (i "= j , i, j = 1, · · · , n)

ΛԾఆ͢Δɽ͜ ͜Ͱ I(R(xi))͸ύϥϝʔλR(xi)ʹΑͬͯنఆ͞ΕΔ૬ؔྻߦͰ͋Δɽ·ͨɼ

Lk = (Lk(x1), · · · , Lk(xn))T ,Mk = (Mk(x1), · · · ,Mk(xn))T ,Sk = (Sk(x1), · · · , Sk(xn))T

(k = 1, · · · ,m)͓ΑͼR = (R(x1), · · · , R(xn))T Λະ஌ͷύϥϝʔλͱ͠ɼͦΕΒΛേଇ

෇࠷໬๏Ͱਪఆ͢Δɽ͜͜ͰɼLk,Mk,Sk(k = 1, · · · ,m)͓ΑͼR͸ NCSͰ͋ΔͱԾ

ఆ͠ɼL = (LT
1 , · · · ,LT

m)T ,M = (MT
1 , · · · ,MT

m)T ,S = (ST
1 , · · · ,ST

m)T ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ

͖ɼേଇ෇ର਺໬౓ؔ਺Π(L,M ,S,R)͸

Π(L,M ,S,R) = !(L,M ,S,R)− αL

2
LTKL− αM

2
MTKM − αS

2
STKS− αR

2
RTKR

2



ͱͳΔɽͨͩ͠ɼαL, αM , αS , αR͸ฏ׈ԽύϥϝʔλͰ͋Δɽର਺໬౓ؔ਺ !(L,M ,S,R)

͸

!(L,M ,S,R) =
n∑

i=1

{
m∑

k=1

{
Lk(xi) log

(
yik

Mk(xi)

)
− logSk(xi)

}

−1

2
log |I(R(xi))| −

1

2
zT
i I(R(xi))

−1zi

}

Ͱ͋Γɼzi = (zi1, · · · , zim)T (i = 1, · · · , n)Ͱ͋ΔɽK ͸ nm × nmྻߦͰ͋ΓɼK =

Im⊗K ͱఆٛ͢Δɽͨͩ͠ɼIm͸m×mͷ୯ҐྻߦͰ͋Γɼ⊗͸ΫϩωοΧʔੵΛද͠
͍ͯΔɽേଇ෇ର਺໬౓ؔ਺Π(L,M ,S,R)ͷ࠷େԽʹΑͬͯಘΒΕͨLk,Mk,Sk(k =

1, · · · ,m),R ͷਪఆྔ L̂k = (L̂k(x1), · · · , L̂k(xn))TɼM̂k = (M̂k(x1), · · · , M̂k(xn))Tɼ

Ŝk = (Ŝk(x1), · · · , Ŝk(xn))T (k = 1, · · · ,m), R̂ = (R̂(x1), · · · , R̂(xn))T ΑΓ
{(

xi, L̂k(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,
{(

xi, M̂k(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,
{(

xi, Ŝk(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,

k = 1, · · · ,m,
{(

xi, R̂(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}

Λ࡞Γɼ͜ ΕΒશͯΛNCSͰฏ׈Խ͢Δɽσʔλ{(xi,yi) : i = 1, · · · , n},yi = (yi1, · · · , yim)T

͸͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕͨ 3m + ઢۂͷݸ1 L̂k(x), M̂k(x), Ŝk(x)(k = 1, · · · ,m), R̂(x)ʹ

Αͬͯઆ໌͞ΕΔɽ

2.2.2 ૬͕ؔఆ਺ͷͱ͖

ಛʹ೚ҙͷ i ∈ {1, · · · , n}ʹରͯ͠R(xi) = ρͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ

Z1, · · · ,Zn
i.i.d.∼ Nm(0, I(ρ))

ΛԾఆ͢Δɽ͜͜Ͱ I(ρ)͸ύϥϝʔλ ρʹΑͬͯنఆ͞ΕΔ૬ؔྻߦͰ͋Δɽേଇ෇ର

਺໬౓ؔ਺Π(L,M ,S, ρ)͸

Π(L,M ,S, ρ) = !(L,M ,S, ρ)− αL

2
LTKL− αM

2
MTKM − αS

2
STKS

ͱͳΔɽͨ ͩ͠ɼαL, αM , αS͸ฏ׈ԽύϥϝʔλͰ͋Δɽ·ͨɼର਺໬౓ؔ਺ !(L,M ,S, ρ)

͸

!(L,M ,S, ρ) =
n∑

i=1

{
m∑

k=1

{
Lk(xi) log

(
yik

Mk(xi)

)
− logSk(xi)

}

−1

2
log |I(ρ)| − 1

2
zT
i I(ρ)

−1zi

}

Ͱ͋Γɼzi = (zi1, · · · , zim)T (i = 1, · · · , n)Ͱ͋Δɽേଇ෇ର਺໬౓ؔ਺Π(L,M ,S, ρ)ͷ

େԽʹΑͬͯಘΒΕͨਪఆྔ࠷ L̂k = (L̂k(x1), · · · , L̂k(xn))T , M̂k = (M̂k(x1), · · · , M̂k(xn))T ,

Ŝk = (Ŝk(x1), · · · , Ŝk(xn))T (k = 1, · · · ,m)ΑΓ
{(

xi, L̂k(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,
{(

xi, M̂k(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,
{(

xi, Ŝk(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
,

3



k = 1, · · · ,m

Λ࡞Γɼ͜ ΕΒશͯΛNCSͰฏ׈Խ͢Δɽσʔλ{(xi,yi) : i = 1, · · · , n},yi = (yi1, · · · , yim)T

͸͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕͨ 3mݸͷۂઢ L̂k(x), M̂k(x), Ŝk(x)(k = 1, · · · ,m)ͱ ρ̂ʹΑͬͯ

આ໌͞ΕΔɽ

2.2.3 ୯ௐੑͱ༗քੑʹ͍ͭͯ

ਓମͷ੒௕͸੒೥ࢸʹظΔ·Ͱ͸୯ௐ૿ՃͱݟͳͤΔɽͦͷͨΊ NCSʹΑͬͯฏ׈Խ

͠ಘΒΕͨதԝ஋Λද͢ۂઢ M̂k(x)(k = 1, · · · ,m)΋୯ௐ૿Ճͱͳ͍ͬͯΔඞཁ͕͋Δɽ

ͦ͜Ͱɼਪఆྔ M̂k = (M̂k(x1), · · · , M̂k(xn))T (k = 1, · · · ,m)ΑΓ
{(

xi, M̂k(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}
, k = 1, · · · ,m

Λ࡞ΓɼBerwin(2005,Sec.2.2)ͰఏҊ͞Εͨख๏Λ༻͍ͯ୯ௐੑͷ੍໿ΛՃ͑ͨNCSͰฏ

ઢۂԽ͢Δɽ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕͨ׈ M̂k(x)(k = 1, · · · ,m)͸ɼ୯ௐ૿Ճؔ਺ͱͳΔɽ

·ͨɼNCSʹΑͬͯฏ׈Խ͠ಘΒΕͨۂઢ R̂(x)͸ม਺ؒͷ૬ؔΛද͍ͯ͠Δɽͭ·Γɼ

−1 ≤ R̂(x) ≤ 1

ͱͳΔඞཁ͕͋Δɽͦ͜Ͱɼਪఆྔ R̂ = (R̂(x1), · · · , R̂(xn))T ΑΓ
{(

xi, R̂(xi)
)
: i = 1, · · · , n

}

Λ࡞ΓɼBerwin(2005,Sec.2.3)ͰఏҊ͞Εͨख๏Λ༻͍ͯ༗քੑͷ੍໿ΛՃ͑ͨNCSͰฏ

ઢۂԽ͢Δɽ͜ͷΑ͏ʹͯ͠ಘΒΕͨ׈ R̂(x)͸༗քͳؔ਺ͱͳΔɽ
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Asymptotics for M-Estimators in Time Series

Yan LIU

Department of Pure and Applied Mathematics, Waseda University, Tokyo 169-8555

November 28, 2013
at Kanazawa University

In this talk, we give conditions which guarantee the asymptotic normality of M-estimator
based on the observations from autoregressive (AR) models in the time series analysis by
minimizing some convex objective functions. The objective function is defined by two-
variate function since the scale parameter of time series model has to be estimated as well
as the coefficient parameters. In addition, we do not assume the differentiability around
the true parameter of the objective functions. The results are extended to Mm estimates.
Examples of the results are also provided.

First, we reviewed the history on the development of M-estimation from the point of view
of relaxing the condition of the differentiability around the true value. It has been a half
of a century since Hodges and Lehmann (1963) proposed a Lemma on the asymptotic nor-
mality for the estimation of location before Huber, who changed the idea into the concept
of M-estimation. More precisely, Huber showed the asymptotic normality of M-estimators
for convex real-valued function and investigated the robustness of the estimators in 1964.
Koenker and Bassett (1978) provided the theory on the regression quantiles by employing
the idea of Huber. Pollard (1991) reinvestigated the properties of convex objective func-
tion and proposed the convexity lemma. Niemiro (1992), following the line in Habermann
(1989), established a Bahadur-type representation of the estimators. Further, Bose (1998)
generalized the results in Niemiro (1992) to the case of Mm estimators including Oja’s me-
dian, univariate robust scale estimator of Bickel and Lehmann and Hodges and Lehmann’s
estimator.

To evaluate the efficiency and robustness of the estimators, we focused on Martin and
Yohai (1985). They summarized the concepts into four types such as Tukey’s efficiency
robustness, Huber’s min-max robustness, Hampel’s qualitative robustness and Tukey’s re-
sistance. We did not enter into the last two concepts here. Tukey’s efficiency robustness is
defined as the ratio of the Cramer-Rao lower bound at the parametrized joint distribution
of the samples to the variance of the statistic derived from the samples. In the asymptotic
case, the ratio can be written as one over the product of the asymptotic Fisher informa-
tion and the asymptotic variance of the statistic. Huber (1981) formalized the min-max
robustness on the asymptotic variance of the statistic at the distributions of the samples
and call the statistic min-max robust if the statistic is the infimum over all statistics of
the supremum over all distributions of the samples of the asymptotic variance. Since the
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underlying distribution is not known generally, Huber (1964) and Huber (1973) proposed
minimizing the objective function of i.i.d. samples normalized by its scale parameter.

However, the scale parameter is also unknown in time series analysis. We further gen-
eralized M-estimators to be a two-variate function, estimating the scale parameter and
coefficient parameters of AR models simultaneously. The usage of two-variate function cor-
responds to the Whittle’s estimators, which is optimal in higher order efficiency in the
frequency domain in time series analysis. We suppose the objective function to be convex
but may not be differentiable around the true parameter. In this case, the theory contains
the L1 norm, which means that the quantile estimators such as least absolute deviation
(LAD) estimator are also considered. Thus this class of M-estimators is larger than the
Whittle’s estimator since the theory in the frequency domain mainly depends on L2 norm.
The estimators may be more robust beyond those estimators whose objective function
defined in L2 norm if the underlying distribution of the samples has a sufficiently large
deviation. The approach for L1 norm, which receives broad attention, has been developed
in the i.i.d. case, regression case and also recently in time series case (see Koenker (2005)).

The conditions in this talk for asymptotic normality of M-estimators in time series are
chiefly derived from both Hodges and Lehmann (1963)’s and Niemiro (1992)’s conditions.
The former ones are given by Hodges and Lehmann and rearranged in Inagaki and Kondo
(1980). The conditions are not directly assumed on the objective function but on the score
function. The convergence in probability of the difference between the score function with
true parameter and its

√
n-neighborhood is difficult to show, and we employ the latter one

for proof. Although Niemiro (1992) is oriented to show that M-estimators have Bahadur-
type representation, they gave a very nice structure of proof for asymptotic normality of
the estimators with convex objective functions. When the objective function is convex,
there exists a subgradient function of the objective funtion. The subgradient function can
be regarded as the score function. The asymptotic normality of M-estimators is derived
from the properties of the subgradient function. The main difficulty in time series case
is that only L2 integrability of the score function is not enough. To show the asymptotic
normality, we have further to guarantee that the covariance between the components of
the score function is also summable, like in Billingsley (1968). Under the conditions, we
obtained the desirable results without the differentiability around the true parameter. We
also derived the asymptotic variance of the estimators assuming the differentiability of the
estimators. Our results agree with the existing results, which were given in the talk as
examples. The extension of the results to Mm estimators was also mentioned in the talk,
which can be shown by the properties of U-statistics given in Yoshihara (1976) or Denker
and Keller (1983). The idea was generalized from Hoeffding (1948) and Hoeffding (1961).

The contribution of the work is that we generalized the approach of M-estimation to
estimate the scale parameter and the coefficient parameters simultaneously and defined the
objective function convex, so that the objective function do not have to be differentiable
around the true parameters. We also gave the conditions for asymptotic normality of the
estimators, which in turn can be generalized to the approach in the frequency domain.
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Statistical Inference Associated with the Fractional Brownian Motion
and Related Processes

田中 勝人（学習院大学経済学部）

1. フラクショナル O-U 過程
次の連続時間確率過程を考察の対象とした．

dYH(t) = αYH(t) dt + dBH(t), (α ≤ 0), (t ∈ [0, M ])

ここで，{BH(t)} は，Hurst パラメータ H (1/2 ≤ H < 1) の fBm (フラクショナル Brown 運動)
であり，{YH(t)} は，fO-U (フラクショナル Ornstein-Uhlenbeck) 過程と呼ばれる．ここでは，ドリ
フト・パラメータ α (≤ 0) の推定問題と検定問題を考察した．

2. 推定
推定量としては，LSE (最小 2 乗推定量)，MLE (最尤推定量)，MCE (最小コントラスト推定量)

を取り上げて，それぞれの推定量の分布を考察した．LSE については，次の 3 つの推定量を取り上
げた．

α̂1 =
∫ M
0 YH(t) dYH(t)
∫ M
0 Y 2

H(t) dt
= α +

∫ M
0 YH(t) dBH(t)

∫ M
0 Y 2

H(t) dt

α̂2 =
∫ M
0 YH(t) δYH(t)
∫ M
0 Y 2

H(t) dt
= α +

∫ M
0 YH(t) δBH(t)
∫ M
0 Y 2

H(t) dt

α̂3 = −
(

1
HΓ(2H)M

∫ M

0
Y 2

H(t) dt

)−1/2H

ここで，α̂1 の定義の分子で使われている積分は，Wick 積分であり，α̂2 の積分では，通常のリーマ
ン和による定義が使われている．この中で，α̂1 と α̂3 は，観測時間 M が無限大のとき一致性をもつ
が，α̂2 は一致性をもたない．また，α̂3 の方が，α̂1 よりも効率的であることが知られている．なお，
有限の M に対して，これらの分布関数や密度関数の計算は，今のところ，未解決な問題である．

MLE α̃MLE は，フラクショナルな場合の Girsanov の定理により，

α̃MLE =
∫ M
0 QH(t) dZH(t)

∫ M
0 Q2

H(t) dvH(t)
=

UH

VH
,

で定義される．ここで，3 つの確率過程 ZH(t), QH(t), vH(t) が新たに導入されている．MLE の分
布を計算するために，UH と VH の同時積率母関数 m(θ1, θ2) を，Klepstyna and Le Breton (2002)
の結果を使って導出して，分布関数は次の公式に従って数値計算することができた．

P (α̃MLE < x) =
1
2

+
1
π

∫ ∞

0

1
θ

Im [m(−iθ, iθx)] dθ

ただし，

m(θ1, θ2) = e−M(α+θ1)/2

[(
1 +

(α + θ1)2

µ2

)
cosh2 µM

2
− α + θ1

µ
sinh µM

+
πM

4 sinπH

{
− (α+ θ1)2

µ
I−H

(
µM

2

)
IH−1

(
µM

2

)

+µI1−H

(
µM

2

)
IH

(
µM

2

)}]−1/2

,

ここで，µ =
√
α2 − 2θ2 であり，Iν(z) は，階数 ν の変形 Bessel 関数である．

他方，MCE α̂MCE は，
α̂MCE =

−M/2
∫ M
0 Q2

H(t) dvH(t)



で定義される．MLE と MCE については，密度関数を数値積分により計算して，グラフ表示した．
また，M → ∞ のときの漸近分布については，次の結果を示した．

√
M (α̃− α) &

√
M (α̃MCE − α) → N(0, −2α) (α < 0)

なお，α = 0 の場合は，次の結果が成り立つ．

M α̂MCE(H, M) D= α̂MCE(H, 1) (α = 0)

この結果は，他の推定量についても成り立つ．したがって，α = 0の場合，推定量は，M− consistent
であるが，漸近分布は非正規である．

3. 検定
パラメータ α に関する検定問題

H0 : α = 0 vs. H1 : α < 0

を考察した．この問題は，離散的な場合の拡張された単位根近接モデル

yj = ρyj−1 + vj , ρ = 1 +
α

T
, (1 − L)H−1/2vj = εj , (j = 1, · · · , T ),

における単位根検定の連続時間モデル・バージョンであると解釈することができる．
検定は，MLE と MCE に基づく統計量を考えて，検出力を計算した．そのために，まず，帰無

分布の分位点を計算して，次の結果を得た．

Probability of a smaller value

H 0.01 0.05 0.1 0.5 0.9 0.95 0.99

α̃MLE

0.5 −13.696 −8.039 −5.714 −0.853 0.928 1.285 2.033
0.7 −13.608 −7.964 −5.648 −0.836 0.899 1.250 1.989
0.9 −12.988 −7.415 −5.154 −0.636 0.767 1.084 1.791

α̂MCE

0.5 −14.510 −8.856 −6.533 −1.721 −0.418 −0.302 −0.179
0.7 −14.314 −8.673 −6.359 −1.606 −0.378 −0.272 −0.161
0.9 −13.196 −7.630 −5.376 −1.027 −0.209 −0.149 −0.087

そして，検出力を計算することにより，MLE に基づく検定の方が，検出力が高くなることを見
出した．

4. 今後の課題
ここで考察した fO-U 過程は，通常の O-U 過程を拡張したものであり，長期記憶性をもつよう

な確率過程を描写するモデルとして，今後，ますます研究が進められると思われる．現時点で未解決
な問題は，パラメータ α の最小 2 乗推定量の分布の導出，離散時間モデルの推定との関係，Hurst
パラメータ H の推定問題などである．これらについても，今後の研究で明らかにしていきたい．
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༗ؒ۠ݶʹ͓͚ΔมԽ܎਺ͷಉ࣌৴པ۠ؒͷߏஙʹ͍ͭͯ

෌ా఩࣏ 1ɼࠤ౻݈Ұ 2

1 Ӧ৘ใֶ෦ɼ2ܦౡେֶ޿ཱݝ ॴڀݚര์ࣹઢҩՊֶݪౡେֶ޿

1. ͸͡Ίʹɿ࣌ܦσʔλʹ͓͚ΔճؼϞσϧʹ͓͍ͯɼؒ࣌ t ͱͱ΋ʹมԽ͢ΔڞมྔͷޮՌ β(t) ͸มԽ

఺पลͷۙ๣σʔλʹରͯ࣌͠ఆͨ͠ݻԽͷཁྖͰ׈਺ͷਪఆ͸ɼΧʔωϧฏ܎਺ͱΑ͹Ε͍ͯΔɽมԽ܎

ங͞ΕΔͷ͕ҰൠతͰ͋ͬͨɽߏʹఆ֤ͨ͠఺ຖݻΓฦ͢͜ͱͰਪఆ͞Εɼͦͷ৴པ۠ؒ΋܁Λؼॴతͳճہ

ۙ೥ɼSatoh and Yanagihara (2010, Amer. J. Math. Management Sci. 30:243-256)͸ɼมԽ܎਺ͷؔ਺

ఆ͢Δ͜ͱͰݶʹܗΛઢܗ t ∈ R Ͱͷಉ࣌৴པ۠ؒΛఏҊͨ͠ɽຊߘͰ͸ɼ෌ాɾࠤ౻ (2013, Ԡ༻౷ֶܭ

42:11-21)͕ఏҊͨ͠༗ؒ۠ݶ t ∈ [a, b]ʹ͓͚Δಉ࣌৴པ۠ؒͷߏங๏Λ঺հ͢Δɽ

2. มԽ܎਺ͷ৴པ۠ؒɿઢܗͳมԽ܎਺ β(t) = θ′x(t) ʹରͯ͠ະ஌฼਺ϕΫτϧ θ = (θ1, . . . , θq)′ ͷ

ਪఆྔ θ̂ ͷ઴ۙ෼෍͕ θ̂ ∼ Nq(θ,Ω) ͱͯ͠ಘΒΕ͍ͯΔͱ͖ɼมԽ܎਺ β(t) ͷਪఆྔͱͦͷ઴ۙ෼෍͸

β̂(t) = θ̂′x(t) ∼ N(β(t), λ2(t))Ͱ༩͑ΒΕΔɽͨͩ͠ɼλ(t) =
√
x(t)′Ωx(t)Ͱ͋Δɽ͜͜Ͱ͸ɼΩͷਪఆྔ

Λ Ω̂ͱ͠มԽ܎਺ β(t)ʹؔ͢Δ 100(1− α)%৴པ۠ؒɼ

I1−α(t|uα) =
[
β̂(t)− uαλ̂(t), β̂(t) + uαλ̂(t)

]
, λ̂(t) =

√
x(t)′Ω̂x(t)

ͷߏங๏ʹ͍ͭͯ͑ߟΔɽuα͸৴པ۠ؒ I1−α(t|uα)ͷඃ෴֬཰Pr (η(t) ∈ I1−α(t|uα))ΛܾΊΔᮢ஋Ͱ͋Δɽ

ຊߘͰ͸ɼಉ࣌৴པ۠ؒΛߏங͢ΔͨΊʹ༗ؒ۠ݶ t ∈ [a, b]ʹ͓͚Δඃ෴֬཰͕ Pr (β(t) ∈ I1−α(t|uα)) =

1− α Λຬͨ͢มԽ܎਺ β(t)ͷಉ࣌৴པ۠ؒΛ͑ߟΔɽͦͷͨΊʹ͸ɼ

Pr(T ≤ uα) = 1− α, T = sup
t∈[a,b]

|T (t)|, T (t) =
β̂(t)− β(t)

λ(t)
,

Λຬͨ͢ᮢ஋ uαΛٻΊΔඞཁ͕͋Δ͕ɼҰൠʹ͜ͷΑ͏ͳ uαΛٻΊΔ͜ͱ͸ࠔ೉Ͱ͋Δɽͦ͜Ͱɼ͜ ͜Ͱ͸ɼ

۠ؒ [a, b]Λ K ߹఺ͷू࣌Խͨ͠ࢄ఺ʹ཭࣌ͷݸ IK(a, b) = {tk, k = 1, · · · ,K|a = t1 < t2 < · · · < tK = b}
ʹ͓͚Δ T (t)ͷ஋ Tk = T (tk) (k = 1, . . . ,K)Λ༻͍ͯɼT Λࣜ࣍Ͱۙ͢ࣅΔɽ

T ≈ Tmax = max
t∈IK(a,b)

|T (t)| = max {|T1|, |T2|, . . . , |TK |} .

K ͕े෼େ͖͍࣌ɼTmax ͸ T ͷΑ͍ۙࣅͱͳΔɽ͜ͷͱ͖ɼ

Pr(Tmax ≤ uα) = 1− α ⇔ Pr (|T1| ≤ uα, . . . , |TK | ≤ uα) = 1− α

͕੒Γཱͭɽ·ͨɼt = (T1, . . . , TK)′ ͸઴ۙతʹଟมྔਖ਼ن෼෍ɼt = (T1, . . . , TK)′ ! NK(0, R) ʹै͏ɽ

͜͜ͰɼR = DCΩC ′D, C = (x(t1), . . . ,x(tK))′, D = diag(λ(t1), . . . , λ(tK))−1 Ͱ͋Δɽ͕ͨͬͯ͠ɼᮢ

஋ uα ͸ଟมྔਖ਼ن෼෍͔Βۙࣅతʹٻ·ΔɽࠓɼΦK(x|R) = Pr(−x ≤ t1 ≤ x, . . . ,−x ≤ tK ≤ x|R)ͱఆ

ٛ͢ΔͱɼΦK(x|R)͸ଟมྔਖ਼ີن౓ͷK ͷଟॏੵ෼ݩ࣍

ΦK(x|R) =
1

|R|1/2(2π)K/2

∫ x

−x
· · ·

∫ x

−x
e−

1
2 t

′R−1tdt,

1
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Ͱ͋ΔɽมԽ܎਺ͷؔ਺ܗʹ์෺ઢΛԾఆ͠جఈΛ x(t) = (1, t, t2)′ ͱ͠ɼະ஌฼਺ͷਪఆʹ͸มྔޮՌϞ

σϧ (ྫ͑͹ɼLaird and Ware 1982) Λར༻ͨ͠ɽଌఆ೥ྸ͕ 8 Β͔ࡀ 14 ͳͷͰɼtࡀ ∈ [8, 14] ʹ͓͚Δ

ඃ෴֬཰͕ 0.95 Ͱ͋Δಉ࣌৴པ۠ؒΛ͑ߟΔɽఏҊ๏ʹΑΓಉ࣌৴པ۠ؒͷᮢ஋ x0.05 = 2.365 ͱٻ·Δɽ

ҰํɼSatoh and Yanagihara (2010) ͕ఏҊͨ͠ t ∈ R Ͱͷಉ࣌৴པ۠ؒͷᮢ஋͸ √
c3,0.05 = 2.795 Ͱ͋

Δɽ·ͨɼ࣌఺ tΛݻఆͨ࣌͠ͷ৴པ۠ؒͷᮢ஋͸ q0.05/2 = 1.960Ͱ͋Δɽਤ 1ʹɼβ1(t)ͷਪఆ஋Λ࣮ઢɼ

ఏҊ๏Λ I0.95(t|2.365)ΛഁઢɼSatoh and Yanagihara (2010)ͷ I0.95(t|2.795)Λ఺ઢɼ֤఺ຖͷ৴པ۠ؒ
I0.95(t|1.960)Λࣔ͢ɽਤ 1ΑΓɼఏҊ๏ʹΑΔಉ࣌৴པ۠ؒ͸ Satoh and Yanagihara (2010)ΑΓ΋ྖ͍ڱ
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1. Introduction 
In the field of biology theories of aging are roughly divided into two major groups. One is consisting of damage 
theories and the other is consisting of program theories. According to damage theories we age because our 
systems break down over time. Meanwhile, in the program theories, it is considered that we age because there is 
an inbuilt mechanism that tells us to die. If the damage theories are true, we can survive any longer by avoiding 
damaging our organism. If the program theories are true, on the other hand, we cannot survive longer than the 
upper limit of longevity with any effort. 
 Considering the above our aim in this study is to see if the damage theories are true, which means that 
there exist a upper limit of human longevity, or the programing theories are true, which means that there does not 
exist such a limit, by applying the extreme value theory to an analysis of data for Japanese oldest old survivors 
obtained using the method of extinct cohort (Wilmoth, Andreev, Jdanov, and Glei, 2007). 

2. Generalized Pareto model 
Let 1 2, , , nX X X  be a sequence of independent lifetime of individuals with common distribution function 

F  and Denote an arbitrary term in the iX  sequence by X . Then, according to the extreme value theory, if it 

can be considered that 100u  is a large enough constant, the distribution function of X u  conditional on 
X u  is approximately the generalized Pareto distribution, which is written as 

  
1/1 (1 / ) 0( ; , )

1 exp( / ) 0 .
y aF y a
y a

 (2)  

 An important property of this distribution is that the upper limit of distribution varies depending 
on parameter values. That is, if 0  then the upper limit of the distribution is finite, that is 
0 /Y a , and if 0 , then the upper limit of the distribution is infinite, that is, 0 Y . 
Considering those properties, this study is laid out as follows (1) to test the hypothesis 0 , (2) to estimate the 

upper limit of life for each cohort. 
 Let ijM  indicate the numbers of survivors who are 100 i  years old ( 1, 2, ,i I ) in the year 

1976 j  ( 1, 2, , 26j ), where I  is supposed to be sufficiently large so that 0IjM
 

for all j , and the 

numbers of deaths in a year are obtained as difference of ijM , that is, 1, 1ij ij i jm M M . Now assume that 

individuals die in the year 1976 j  at the age of 100 i  with probabilities given by 

( 1, , ) ( , , )j j j j jp F i a F i a . Then the contribution of ijm  to the likelihood is ij ijM m

(1 )ij ij ij

ij

m M m
ijq q ,� where / (1 ( , , ))ij j j jq p F i a , hence the likelihood is proportional to 

  
 

,

1, 1
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M
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m
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Thus models assumed on ijp  thus fall into the class of binomial regression models, and the parameters in the 

generalized Prato distribution are estimated by maximizing the likelihood function (2).  

3. Numbers of survivors obtained using the method of extinct cohort 
The numbers of deaths by year when they were born are indicated in Vital Statistics in Japan. So, the population 
size for a cohort at a certain age is estimated by summing all future deaths for the cohort with the method of 
extinct cohort, which is one whose members are assumed to have all died by the end of the observation period. 
 The method of extinct cohort is explained as follows. Let ( )U

ijD  indicate the number of deaths who are 

at the age of i  in the year j  and were born in the year 1j i  and ( )L
ijD  indicate the number of deaths 

who are at the age of i  in the year j  and were born in the year j i . Then, assuming that there is no 
migration or error, the number of survivors who have reached the age of i , say ijS , is 

  ( ) ( ) ( )
, , 1,

1

L U L
ij i j i k j k i k j k

k
S D D D . (3)  

4. Result 
Table 1 indicates the ML estimates of the parameter  and  obtained by applying the method of extinct 
cohort to the data for male and female deaths. As shown in the table, the estimates of  are negative for all male 

cohorts with sufficiently small p-values except the cohort 1968 for male and the cohorts 1944, 1954 and 1959 for 
female. Besides, the upper limit of life, that is , is estimated between 115 and 262, while those are estimated 
between 117 and 165 for females with sufficiently small p-values. 

Table 1. Estimates for male (left) and female (right)  
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Year Gamma
P-value

(one side)
Omega

P-value
(one side)

1948 -0.16 0.08 117.06 0.00
1953 -0.13 0.13 115.77 0.00
1958 -0.22 0.01 108.41 0.00
1963 0.12 0.88
1968 -0.08 0.09 127.38 0.00
1973 -0.01 0.43 262.00 0.00
1978 -0.07 0.04 129.43 0.00
1983 -0.09 0.00 123.44 0.00
1988 -0.13 0.00 116.62 0.00
1993 -0.10 0.00 122.40 0.00

Year Gamma
P-value

(one side)
Omega

P-value
(one side)

1944 0.18 0.85
1949 -0.07 0.16 128.71 0.00
1954 0.07 0.88
1959 0.03 0.70
1964 -0.09 0.01 121.78 0.00
1969 -0.12 0.00 117.83 0.00
1974 -0.03 0.11 165.00 0.00
1979 -0.05 0.00 143.40 0.00
1984 -0.12 0.00 120.00 0.00
1989 -0.12 0.00 120.83 0.00
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大規模経済系データにおける様々な多重代入法アルゴリズムの検証 

高橋 将宜† 伊藤 孝之†† 

はじめに1 
データが欠測している場合、利用可能なデータサイズが縮小し、効率性が低下する。さら

に、観測値と欠測値との間に体系的な差異が存在する場合、統計分析の結果に偏りが発生す

るおそれがある。したがって、実際の統計分析においては、何らかの形で欠測値に対処する

ことがほとんど常に必須なことであり、欠測データの対処法として多重代入法(Multiple 
Imputation)2が提唱されてきた(Rubin, 1987)。 
多重代入法と一口に言っても、ソフトウェアに実装されているアルゴリズムには様々な方

法があり、マルコフ連鎖モンテカルロ法(MCMC: Markov chain Monte Carlo)、完全条件付指定
(FCS: Fully Conditional Specification)、EMB(Expectation-Maximization with Bootstrapping)の 3つ
を有力なものとして挙げられる。現時点において、3 つのアルゴリズム間の優劣は判然とし
ていない。また、多重代入法の擬似データ数(M)をいくつに設定すればよいかについて、明確
な答えは見つかっていない。そこで、本稿では、大規模データセットとしての経済センサス

‐活動調査の速報データを用いて、3 つのアルゴリズムの比較検証を行った。さらに、経済
センサス‐活動調査の速報データに基づくシミュレーションデータを用い、多重代入法の擬

似データ数(M)をいくつに設定すればよいかについて検証を行った。 
 

1. 多重代入法の理論 
多重代入法では、観測データを条件として、欠測データの事後分布を構築し、この事後分

布からの無作為抽出を行うことで、補定にまつわる不確実性を反映させた M個(M > 1)の補定
済データセットを生成することにより、欠測値を M 個のシミュレーション値に置き換える。

これら M個の補定済データセットを別々に使用して統計分析を行い、しかるべき手法により

結果を統合し、点推定値を算出する。 
 

2. 多重代入法の M 数 
シミュレーションでは、一般的に、数百以上の副標本(M > 100)を生成する必要があり、コ

ンピュータの能力が許す限り多くの繰返しを行うべきだと考えられるが、元来、Rubin (1987)
によると、多重代入法の M は非常に小さい数字で十分だとされている。一方、近年では、M

数に関して Rubin (1987)への反論が展開されているものの、十分な結論を得るにいたっていな
い(Hershberger and Fisher, 2003; Carpenter and Kenward, 2007; Bodner, 2008) 。 

                                                   
† 独立行政法人統計センター統計情報・技術部統計技術研究課上級研究員 
†† 独立行政法人統計センター製表部管理企画課経済センサス業務推進室統計専門職 
                                 
1 本研究の分析結果は、総務省・経済産業省『平成 24年経済センサス‐活動調査』の速報結果の調査票情報を基
に著者が独自集計したものである。また、本稿の内容は、筆者の個人的見解を示すものであり、機関の見解を示

すものではない。 
2 「多重代入法」とは、Multiple Imputation の訳である。総務省統計局及び統計センターでは、Imputation の訳語
として「補定」を用いているが、Multiple Imputationの訳語としては「多重代入法」の呼び名が一般的に流通し
ている(高橋, 伊藤, 2013, p.20)。よって、本稿においても、「多重代入法」の用語を用いる。 
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3. データセットと分析 
3.1 経済センサス‐活動調査の速報データを用いた分析 

2012年 2月に実施された経済センサス‐活動調査の速報データ（産業大分類 Iの単独事業
所（個人経営以外））のデータ（観測数 277,263）を用い、Rの多重代入法パッケージ Amelia 
(EMB)、MICE (FCS)、Norm (MCMC)の比較検証を行った。欠測の発生メカニズムは、MAR
に基づき、売上高（自然対数）データの 20％（55,500個）を人工的に欠測させた。また、資
本金（自然対数）データの 5％（13,600個）を無作為に人工的に欠測させ（MCAR）、事業従
事者数（自然対数）には欠測を発生させていない（欠測率 0％）。シードを 100 個生成し、3
つの多重代入法プログラムにより分析を行った。分析結果の詳細は、当日報告する。 
 

3.2 シミュレーションデータを用いた多重代入データセット数 M の検証 

自然対数変換した経済センサス‐活動調査の速報データの情報（平均値、分散・共分散な

ど）を基に、多変量正規分布によって観測数 1000、3 変量のシミュレーションデータセット
を 3 つ生成した。シミュレーションデータの基になったデータは、3.1 項と同じく、産業大分

類 I の単独事業所（個人経営以外）を用いた。Amelia、MICE、Norm において、シミュレーシ
ョンデータセット（欠測率 = 10%, 20%, 30%, 40%, 50%, 60%, 70%, 80%）に多重代入（M = 2, 5, 
10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 200, 300, 400, 500）を施し、多重代入済データセットを
用いて、 売上高 事業従事者数 における とその標準誤差の推定を行った。分析結

果の詳細は、当日報告する。 
 

4. 結語 
本研究では、Amelia と MICE の補定値の精度には大きな差がないことが分かった。一方、

Ameliaの計算処理速度は極めて速く、Normは 27万×3変量のデータセットを分析すること
ができなかった。多重代入法の擬似データ数 Mについては、概ね 5～10では少なすぎ、20～
50程度が適切だと考えられる。欠測率に応じて、20%未満ならば M = 20、20%～30%ならば
M = 30、30%～40%ならば M = 40、40%～50%ならば M = 50といった具合に設定することが
適切だと思われる。また、欠測率に関わらず、M = 100を超えて得られるものは非常に少ない。
欠測率が 50%を超え始めると、たとえ M数を数百まで拡大したとしても、補定値の精度を保

証できなくなると考えられる。 
 

参考文献 
[1] Bodner, Todd E. (2008). What Improves with Increased Missing Data Imputations?,  Structural Equation Modeling 

vol.15, pp.651-675. 
[2] Carpenter, James R. and Michael G. Kenward. (2007). Missing Data in Clinical Trials A Practical Guide. 

Birmingham: UK National Health Service, National Co-ordinating Centre for Research on Methodology. 
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[5] 高橋将宜, 伊藤孝之. (2013). 「経済調査における売上高の欠測値補定方法について～多重代入法による精度

の評価～」, 『統計研究彙報』第 70号 no.2, 総務省統計研修所, pp.19-86. 
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国勢調査ミクロデータを用いた匿名化技法の有効性の検証* 
                          明海大学経済学部 伊藤 伸介** 
                          (独)統計センター 星野 なおみ 
 
1．はじめに 
わが国においては、平成 25 年末に平成 12 年国勢調査の匿名データの作成・提供が開始され

た。その一方で、将来的には、小地域分析用の匿名データ等、別のタイプの国勢調査の匿名デー
タの要望が出てくる可能性があり、その予備的な研究としてミクロデータに対する匿名化技法の
適用可能性を検証することは有用であると考えられる。そこで、本稿では、各種匿名化技法を用
いて作成された国勢調査の匿名化ミクロデータを対象に、秘匿性と有用性に関する実証研究を行
うことによって、匿名化技法の有効性の検証を行った。 
 
2. 本研究における匿名化ミクロデータの作成方法 
 本研究では、国勢調査を例に匿名化ミクロデータを試行的に作成した。本研究で使用するデー
タは、平成 17年国勢調査(以下「国調」と略称)の個票データをもとに特定の地域(以下「地域 A」
と呼称)のレコードから作成したテストデータ(約 100,000 レコード)である。このテストデータ
には、個人単位で抽出した一般世帯の世帯主のレコードのみが含まれている。 
匿名化ミクロデータの作成手順は以下のとおりである。(1)国調のテストデータに対して、労

働力状態、従業上の地位と年齢についてはリコーディングを、世帯人員と年齢に関してはトップ
コーディングをそれぞれ適用した。(2)リコーディングとトップコーディングを施したデータに
対して様々な標本抽出率によるサンプリングを行った(本稿では、サンプリング率が 10%の場合
の結果に基づいて議論する)。(3)(1)と(2)の匿名化技法が適用されたデータに対して、スワッピン
グを適用した。具体的なスワッピングの手順としては、(1)世帯主との続き柄等の 11のキー
変数を用いて標本一意を計測した上で、スワッピングの対象となるレコードを選出し、(2)
スワッピングの対象レコードの中で優先度の高いレコードをスコアに基づいて探索し、(3)
対象レコードに対してターゲット・スワッピングとランダム・スワッピングを適用している。
なお、スワッピング率については、1%、2%、3%、5%、10%、20%、30％が設定されている。 
 
3. 国勢調査ミクロデータを用いた秘匿性の評価―マッチングの試み― 
本研究では、秘匿性の評価方法の１つとして、外部情報とミクロデータのマッチングに焦点を

当てる。具体的には、国調以外の政府統計のミクロデータを外部情報とみなした上で、匿名化ミ
クロデータと外部情報とのマッチングを試みた。本研究においては、スワッピングが施された
10％抽出の国調の匿名化ミクロデータに対して、平成 20 年住宅・土地統計調査 (以下「住調」
と略称)の地域Aに該当するレコードを含む個票データ(約 10,000レコード)とのマッチングの実
験を行った。住調については、国調のテストデータと調査区が重複するように対象レコードが選
定される。 
 本実験では、国調と住調の両方の共通の調査事項から選ばれた県市区町村番号、世帯人員、性
別といった変数を含む様々なキー変数の組み合わせに基づいて、国調と住調のマッチングを行っ
た。本実験においては、国調と住調においてキー変数の区分を合わせた上で、マッチングを行う。
また、本実験では、国調の匿名化ミクロデータにおいて上記のキー変数で一意になったレコード
を対象に、住調とのマッチングを行っている。さらに、マッチングにおける国調と住調の調査年
次の違いについては、国調のレコードにおいて年齢を加算することによって、年次の調整がなさ
れている。 
国調の匿名化ミクロデータと住調の個票データのマッチングに関する実験結果から、主として、

以下の点が明らかになった。第 1 に、キー変数の数が多くなるにつれて、国調の匿名化ミクロ
データにおける標本一意の数が増大していることがわかるが、この傾向は、ターゲット・スワッ
ピングだけでなく、ランダム・スワッピングの場合にも当てはまることが確認された。また、タ
ーゲット・スワッピングとランダム・スワッピングのいずれにおいても、スワッピング率が高く
なるにつれて、国調の匿名化ミクロデータにおける標本一意の数が小さくなっている。その理由

                                                   
* 本稿の内容は個人的な見解を示すものであり、統計センターの見解を表すものではないことに留意され
たい。 
** (独)統計センター非常勤研究員 
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としては、スワッピングによって、標本一意に該当するレコードが度数 2 以上のセルに該当す
るグループに移動したことが考えられる。 
 第 2 に、スワッピング率が上昇するにつれて、マッチングされたレコードの中でスワッピン
グされたレコードの比率が高くなっているものの、スワッピング率が 30％の場合でもその比率
は最大で約 60％となっている。このことは、本実験においてスワッピング率を上げても、国調
の匿名化ミクロデータのレコードの中で住調の個票データとマッチングされたレコードの一部
に対してのみ、スワッピングが施されていることを意味する。 
第 3に、本実験では国調の標本一意に対する「真のマッチング」1の比率が算出されているが、

標本一意に占める真のマッチングの比率を確認すると、ターゲット・スワッピングおよびランダ
ム・スワッピングのいずれについてもその比率は約 1％～2％あって、非常に低くなっている。
このことは、国調と住調においてマッチングされたレコードの組については、同じ調査区番号を
有していてもそれらが同一の世帯のレコードに該当する可能性が低いことを示している。 
 
4. スワッピングの有効性の評価に関する研究 
本節では、主として「特殊な一意(special uniques)」のレコードを対象に適用されたスワッピ

ングの有効性を検証するために、スワッピングが適用された匿名化ミクロデータ(以下「スワッ
ピング済データ」)を対象に、その有用性と秘匿性の評価を行った。本研究では、Shlomo et 
al.(2010)に基づいて，有用性と秘匿性の評価指標を作成した。有用性の評価指標(DU)は、絶対
距離の平均値(average absolute distance)で与えられる。具体的には、原データとスワッピング
済データの両方で集計値を作成した上でセルごとの度数の差の絶対値に関する平均値が算出さ
れる。一方、秘匿性の評価指標(DR)については、原データにおけるクロス表の中で度数 1
であるセル数に対して、スワッピング済データにおけるクロス表の中で度数 1 でありかつ
スワッピングされていないセル数の比率が算出されている。 
これらの有用性と秘匿性の評価指標に基づいて、本研究は、R-­Uマップ(R-­U Confidentiality 

Map)を作成し、ターゲット・スワッピングとランダム・スワッピングについて、有用性と秘匿
性の相対比較を試みた。なお、R-­U マップで使用する有用性と秘匿性の評価指標に関しては、
キー変数の中のあらゆる 2 変数の組み合わせについて計算された評価指標の平均値がそれぞれ
用いられている。 
 R-­U マップの結果から主として以下の点が明らかになった。第 1 に、スワッピング率が上昇
するほど、情報量損失値としての DUの数値が大きくなり、DRの数値が小さくなる傾向にある
ことが確認できる。第 2 に、ランダム・スワッピングと比較して、ターゲット・スワッピング
における DUの数値が大きく、DRの数値が小さくなることが確認できる。このことは、ターゲ
ット・スワッピングについては、ランダム・スワッピングと比較した場合、有用性は低いものの
秘匿性は相対的に高いことを示唆している。 
 
5. むすびにかえて 
本稿では、国勢調査のミクロデータを用いて、スワッピング等の各種匿名化技法の有効性の検

証を行った。外部情報とのマッチングの試みとして、国調の匿名化ミクロデータと住調の個票デ
ータとのマッチングを行ったが、マッチングの精度は高くないことから、外部情報とのマッチン
グの可能性という観点から見た場合、露見のリスクは低いとみなすことができる。また、本研究
では、R-­U マップをもとに、スワッピング済データにおける有用性と秘匿性の検証も行った。
有用性あるいは秘匿性に関する閾値を設定することができれば、適切なスワッピング率およびス
ワッピングの方法を選択することが可能になることがわかった。 
 
参考文献 
Shlomo, N., Tudor, C., Groom, P. (2010) “Data Swapping for Protecting Census Tables” , 
Domingo-­Ferrer, J. and Magkos, E.(eds) Privacy in Statistical Databases UNESCO Chair in Data 
Privacy International Conference, PSD 2010 Corfu, Greece, September, 2010 Proceedings, Springer, 
pp.41-­51. 
                                                   
1本研究における真のマッチングとは、国調の匿名化ミクロデータと住調の個票データの間で 1対 1にマッ
チングされたレコードにおいて、調査区番号も同一であることが確認されることである。マッチングされ
たレコードが真のマッチングに該当するレコードかどうかを確認するために、本実験では、統計センター
の内部資料に基づいて、国調と住調でマッチングされたレコードの組を対象に、それらのレコードの調査
区番号が同一か否かについて検証作業を行った。 



ピットマン確率分割に付随する極限分布への一考察

鹿児島大学　大和　元

1 始めに
Pitman’s sampling formulaに従う確率分割について、分割の要素の個数Kn の漸近分布に関連
した事項を考えるが、Kn の分布は次で与えられる。

P (Kn = k) =
θ[k:α]

θ[n]
c(n, k, α)α−k

ここで、c(n, k, α) = (−1)n−kC(n, k, α)であり、 C(n, k, α) は C-number と言われ次式の右辺の
係数である：(st)(n) =

∑n
k=1 C(n, k, s)t(k)、ただし、t(k) = t(t − 1) · · · (t − k + 1)。

補題 1.1 (Pitman (1996), Yamato and Sibuya (2000))

µ′
r = lim

n→∞
E

[(Kn

nα

)r ]
=

(
1 +

θ

α

)[r] Γ(θ + 1)
Γ(θ + 1 + rα)

=
( θ

α

)[r] Γ(θ)
Γ(θ + rα)

.

この µ′
r は、密度関数が

Γ(θ + 1)
Γ( θ

α + 1)
x

θ
α gα(x) (0 < α < 1, θ > −α) (#)

で与えられる分布の r次の積率である。ここで、gα はパラメータ αのMittag-Leffler distribution
(ML(α)) の密度関数である。 密度関数 gα (0 < α < 1)は次式を満たす一意な関数である。

∫ ∞

0
xpgα(x)dx =

Γ(p + 1)
Γ(pα + 1)

(∀ p > −1)

(Pitman (1996) p.5 and Pitman (2002), p.20-21).
密度関数 (#) を持つ分布を Pitman-Mittag-Leffler distribution と言う事にし、PML(θ, α)で表
す。 PML(0, α) = ML(α)である。法則収束を d→で表すと、補題 1.1 から次が得られる。

補題 1.2 (Pitman (1996), Pitman (2002))

Kn

nα

d→ PML(θ, α) as n → ∞

分布 PML(θ, α)を、従って本質的にはML(α)を、より分かり易い形で表すことが本研究の目
的である。以下に示す様に、パラメータを特別な場合に限れば表す事が出来た。

1



2 PMLの分布
命題 2.1 　 |X| (X ∼ N(0, 2))はMittag-Leffler 分布 ML(1/2)に従い、

E(|X|p) =
Γ(p + 1)
Γ( 1

2p + 1)
(p > −1).

命題 2.2 r = 1, 2, · · · について、X1,· · · , Xr は独立で、N(0, 2)に従うとする。

Yr = |X1| · |X2|
1
2 · |X3|

1
22 · · · |Xr|

1
2r−1

はMittag-Leffler 分布 ML(1/2r)に従う。 或は、 r = 1, 2, · · · について、Z1,· · · , Zr は独立で、
N(0, 1)に従うとする。

Yr = 21−1/2r

|Z1| · |Z2|
1
2 · |Z3|

1
22 · · · |Zr|

1
2r−1

はMittag-Leffler 分布 ML(1/2r)に従う。

Y2 = |X1| · |X2|
1
2 の密度関数は

f|X1|·|X2|1/2(x) =
2
π

∫ ∞

0
exp

{
− 1

4

(x2

t2
+ t4

)}
dt (x ≥ 0)

自由度 ν のカイ２乗分布の密度関数と分布関数を hν(x)、Hν(x)とおく。

命題 2.3 パラメータ α = 1/2、 θ > −1/2について、Pitman-Mittag-Leffler 分布 PML(θ, α)の
分布関数と密度関数は、

Fθ,1/2(x) = H2θ+1

(
x2

2

)
, fθ,1/2(x) = xh2θ+1

(
x2

2

)
, x > 0.

θ > −α, α = 1/4に対して、PMLの密度関数は、

fθ,α(x) =
Γ(θ + 1)
Γ( θ

α + 1)
x

θ
α

2
π

∫ ∞

0
exp

{
− 1

4

(x2

t2
+ t4

)}
dt

α '= 1/2r(r = 1, 2, · · · )の場合の PMLの分布を調べることが、今後の問題である。

参考文献
Pitman, J. (1996), Notes on the two parameter generalization of Ewens’ random parti-
tion structure (unpublished manuscript).
Pitman, J. (2002), Poisson-Kingman Partitions, Technical Report 625, Dept. Statistics,
U.C. Berkeley.
Yamato H. and Sibuya, M. (2000), Moments of some statistics of Pitman sampling
formula, Bull. Inform. Cybern., 32, 1–10
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ጯٛक़େֶɹौ୩ɹ੓তܚ

ཁ໿ ϐοτϚϯ֬཰෼ׂͷ৚݅෇͖֬཰෼ׂ S ∈ Pn,k|(S ∈ Pν,κ, n < ν) ͔ΒϥϯμϜʹα
ϒαϯϓϧΛऔΓग़͢ٯաఔΛௐ΂, S ∈ Pn,k ʹΑΔ (ν, κ) ͷ༧ଌΛ͏ߦ.

·͕͖͑ ੜଶֶௐࠪͷجຊσʔλ͸؍ଌɾั֫ͨ͠छ Ci ͷݸମ਺ ci, 1 ≤ i ≤ k, Ͱ͋
Δ. n :=

∑k
i=1 ci, k, ͸ͦΕͧΕ, ,ମ૯਺ݸଌɾั֫ͨ͠؍ छͷ਺Ͱ͋Δ. ͜͜Ͱ͸ {c1, . . . , ck}

͕ϐοτϚϯ֬཰෼ׂ EPSF (n; θ, α) Ͱ͋Δ͜ͱΛલఏͱ͢Δ. ͦͷओཁ౷ྔܭͰ͋Δछͷ਺
Kn :=

∑n
j=1 Sj , (Sj ͸ (ci = j) ͱͳΔ Ci ͷ਺) ͷ p.m.f., P{Kn = k} =: fn(k) ͕ຬͨ͢લਐํ

ఔࣜͱཅͳදݱ ͸

fn+1(k) =
n− kα

θ + n
fn(k) +

θ + (k − 1)α

θ + n
fn(k − 1), 1 ≤ k ≤ n, (1)

fn(k) =
1

(θ| − 1)n
Sn,k(θ| − 1)n(θ| − α)k, 1 ≤ k ≤ n, (2)

ͨͩ͠ Sn,k := Sn,k(−1,−α, 0) Ͱ Sn,k(a, b, c) ͸ҰൠελʔϦϯά਺Ͱ͋Δ. ͜ͷ෼෍Λ EPSF-K

(n; θ, α) Ͱද͢. ͜Ε͔Β EPSF (θ, α) ͷ৚݅෇͖෼෍

w(s;n, k) := P{S = s|(S ∈ Pn,k)} =
1

Sn,k(−1,−α, 0)

n∏

j=1

1

sj !

(
(1− α| − 1)j−1

j!

)sj

. (3)

͕ఆ·Δ. ͜Ε͕ θ ʹґΒͳ͍͜ͱʹ஫ҙ. ϐοτϚϯ֬཰෼ׂΛ֦ுͨ͠ॱྻஔ׵ෆมΪοϒε
֬཰෼ׂ ͷ֓೦͕, ্ͷ৚݅ʹΑΓಛ௃෇͚ΒΕΔͷͰ. ෆมΪοϒε֬཰׵અͷٞ࿦͸ॱྻஔ࣍
෼ׂҰൠʹ͍ͭͯ੒Γཱͭ.

छͷ਺ Kn ͷٯաఔ fn(k) ͸֯ࡾ഑ྻ {(n, k); 1 ≤ k ≤ n < ∞} ͷ্ͷϚϧίϑաఔ, ͋Δ
͍͸ਲาͱ͑ߟΒΕΔ. ͦͷٯաఔͱͯ͠, ৚݅෇͖ϐοτϚϯ֬཰෼ׂ (3) ͔Β̍ݸͷݸମΛϥ
ϯμϜʹ౳֬཰Ͱ୒ΜͰআ͘͜ͱΛ͑ߟΔ. Kν ͔Β Kν−1 ΁ͷਪҠ֬཰͸

P{Kν−1 = κ− 1|Kν = κ} = Sν−1,κ−1/Sν,κ

P{Kν−1 = κ|Kν = κ} = (ν − 1− κα)Sν−1,κ/Sν,κ = 1− Sν−1,κ−1/Sν,κ.

͜ͷਲาʹ͓͍ͯݸମ਺ n ʹ͓͚Δछͷ਺ Kν ͷ෼෍ (ॳظ৚݅ʹґଘ͢Δ)ΛҰൠʹ gn(k) :=

P{Kn = k} Ͱද͢. ্ͷਪҠ֬཰͔Β gn(k) ͸࣍ͷޙୀํఔࣜΛຬͨ͢.

gn(k) = (n− kα)
Sn,k

Sn+1,k
gn+1(k) +

Sn,k

Sn+1,k+1
gn+1(k + 1), 1 ≤ k ≤ n. (4)

͜ͷࣜʹΑΓ S|(S ∈ Pν,κ) ͔Βͷ֬཰ඪຊͷ p.m.f., gn(k), 1 ≤ k ≤ n ͕઴࣍ఆ·Δ. ৄ͘͠͸
ਲา gk(n) = gk(n; ν, κ, α) ͸ gκ(ν; ν, κ, α) = 1 ͔Βग़ൃͯ͠ g1(1; ν, κ, α) = 1 ʹ౸Δ, ฏ࢛ߦล
ܗ %[ν, κ] := {(n, k);max(1, n− ν + κ) ≤ k ≤ min(κ, n)} ͷ্Ͱ (4) Λຬ͕ͨ͢, քͰ͸ڥ

gk(n; ν, κ, α) = 0, k > min(κ, n), & Sn,1/Sn+1,1 = 1/(n− α).



͜ͷٯաఔͰ, େ͖͞ n ͷαϒαϯϓϧͷछͷظ଴਺͕ࣜ࣍Ͱఆ·Δ:

E(Kn|S ∈ Pν,κ) =
1

Sν,κ

min(κ,ν−n)∑

k=1

Sν−k,κ−1(1−α|−1)k−1

((
ν

k

)
−

(
ν − n

k

))
, 1 < n < ν. (5)

(4) ΑΓ֯ࡾ഑ྻ্ͷ (ν, κ)͔Β (µ, λ) ∈ ![ν, κ]ʹ౸ΔԼ߱ਲา͕ఆ·Γ, ͦͷٯͷ্ঢਲา͕
ఆ·Δ͕ͦͷදݱ͸ෳࡶͱͳΔ.

༧ଌ ্ͷ݁Ռʹ͖ͮج, .Δ͑ߟͷ༧ଌΛ࣍ ଌɾั֫σʔλ؍ t ∈ Pn0,k0 Λ S|(S ∈ Pν,κ)

͔Βͷ֬཰ඪຊͱલఏ͠, t ͔Β κ Λਪఆ͢Δ. α ͸ t ʹΑΔద౰ͳਪఆ஋Λ༻͍Δͱ͠, ν ͸
ν = n0 + 1, n0 + 2, . . . ͱಈ͔͢͜ͱ΋Ͱ͖Δ͕, ೚ҙʹݻఆ͢Δ. (n0, k0) ∈ %[ν, κ] ͷ৚͔݅ΒՄ
ೳͳ஋͸ k0 ≤ κ ≤ k0 + ν − n0 .ΒΕΔݶʹ ༗ݶͷඪຊۭ͔ؒΒ༗ݶͷύϥϝʔλۭؒͷਪఆྔ
ΛఆΊΔɾ
༧૝

κ̂ = argmaxλgn0(k0; ν, λ)

Λ༧ଌྔͱ͢Δͱ κ̂ ͸ k0 ͷඇݮগؔ਺Ͱ͋Δ.

͞Βʹͦͷੑ࣭Λௐ΂Δ͜ͱʹͳΔ͕, α ͷMLEਪఆྔ͕ద੾Ͱ͸ͳ͍͜ͱ͕໰୊Ͱ͋Δ.

Ԡ༻ྫ Osa Peninsula, Costa Rica, ͷ 2஍఺ʹ͓͚Δߕ஬ั֫ௐࠪͷ࣍ͷΑ͏ͳ݁Ռ͕ࣔ͞
Ε͍ͯΔ. (Colwell, et al. 2012). (a) (n, k) = (976, 140) , (b) (n, k) = (237, 112) ,

େ͖ͳσʔλ (a) ͔Β 237 Λநग़ͨ͠ͱ͖ͷछͷ਺ͷϞʔυ͸ݸ 69 Ͱ͋Δ.

খ͞ͳσʔλ (b) ͔Β n = 976 ͷ gn(k) Λ༧ଌ͢Δͱ࠷໬ਪఆ஋͸ 234 Ͱ͋Δ.

(b) ͷํ͕छͷ਺͕ང͔ʹ๛෋Ͱ͋Δ.
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Semiparametric Efficiency for the
Quantile-Regression-Based L-Estimation

Takayuki Shiohama (Tokyo Univerisity of Science)
Hiroyuki Taniai (Waseda Univerisity)

Abstract

We study a semiparametrically efficient estimation for a quantile-regression-
based L-estiamtors. The L-estimators are based on linear combinations of the linear
quantile regression estimator, introduced by Koenker and Bassett (1978), and our
proposed L-estimators are based on the one-step estimator of the type discussed by
Hallin and Werker (2003) and Hallin et al. (2008). In constructing the estimator,
we use the residual signs and ranks based optimal score function with a general
reference density. The asymptotic properties of the proposed estimators are dis-
cussed. Their finite sample properties are illustrated through a set of Monte Carlo
simulations and an empirical applications.

1. Introduction

Quantile regression introduced by Koenker and Bassett (1978) is similar to the standard
linear regression, expect that we replace conditional expectations E(Y |X) by a condi-
tional quantile F−1

Y |X(τ). Quantile regression provides us a more complete summary of the
conditional distribution. A throughout review of QR can be found in Koenker (2005).

Linear combinations of order statistics, called L-estimators, have long been of inter-
est as estimates for the classical location model for robust alternatives. The problem of
constructing asymptotically efficient estimators of a finite dimensional Euclidian param-
eter θ in a semi-parametric model with an infinite dimensional nuisance parameter F has
attracted considerable attention throughout last two decades.

2. Quantile-Regression-based L-Estimation

Let FY |X(y) and F−1
Y |X(τ) = inf{y : FY |X(y) ≥ τ} denote the conditional distribution

function and the τ -quantile of Y given X, respectively. The model of our concern is
represented as observations {yt}nt=1 from statistical experiments (Yn,B(Yn),Pn

Y ) satisfying

Yt = X"
t β(τ) + ε(τ)t, F

−1
ε (τ) = 0,

with some covariate vector Xt = [1, X2,t, . . . , Xd,t]", for t = 1, . . . , n, and an unknown
regression parameter to be estimated β ∈ Rd. Equivalently, we have by taking the τ -
quantile on the both hand side of (2.1), conditionally onXt, we obtain the value of β in
the relation F−1

Y |X(τ) = X"
t β(τ). This is known as basic conditional quantile regression

model.
In this paper, we consider the asymptotic properties of L-estimation of the linear

models via quantile regression and its one-step estomator. Our discussion focuses on the
semiparametrically efficient estimation which is based on the quantile regression process
β̂QR
n (·) dedined, following Koenker and Bassett (1978), as

β̂(QR)
n (τ) = argmin

b∈Rd

n∑

t=1

ρτ (Yi −X"
i β), τ ∈ T ,

1



where ρτ (u) = u(τ − I(u < 0)) is called check function.
Let J : (0, 1) → R be the weight function. For the parameter of interest is

φJ ◦ψτ (PY ) :=

∫ 1

0

J(τ)X"β(τ)dτ = X"
(∫ 1

0

J(τ)β(τ)dτ
)
,

and its QR based estimator is, for τi =
i

n+1 , i = 1, . . . , n,

φJ ◦ψτ (Pn,Y ) :=
1

n

n∑

i=1

J (τi)X
"β̂(QR)

n (τi)

The procedure that we will apply here to achieve semiparametric efficiency is based on
the invariance principle, as introduced by Hallin and Werker (2003). By following Hallin
and Werker (2003), a semiparametrically efficient procedure can be obtained by projecting

∆(n)
bn;f

on some σ-field to which the generating group for {P (n)
bn,f

|f ∈ Fα} becomes maximal
invariant. For the quantile-restricted regression model, such a σ-field is studied by Hallin
et al. (2008) and found to be generated by signs and ranks of the residuals.

Here, let us denote the sign of a residual as Sbn,i, the rank of a residual as R(n)
bn,i

, and
the σ-field generated by them as

B(n)
bn

:= σ(Sbn,1, . . . , Sbn,n;R
(n)
bn,1

, . . . , R(n)
bn,n

).

A “good” inference should be based on

∆
˜

(n)
β,f := E(n)

β,f [∆
(n)
β,f |B

(n)
β ] =

1

n1/2

n∑

i=1

E(n)
β,f [ϕf (F

−1(Uβ,i))|B(n)
β ]Xi

where Uβ,i := F (ξβ,i) = F (Yi − βTXi) is the i.i.d. uniform on [0, 1] under Pβ,f .
Then we propose a one-step estimator for the quantile regression coefficient processes

and discuss its semiparametric inference. From Theorem18.6 of Kosorok (2008), we need
to show that the composite function φ is Hadamard differentiable, which yields our pro-
posed one-step L-estimators are semiparametrically efficient.
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On a tangent space for the coefficient functions

of Quantile Regression.

谷合 弘行 (Hiroyuki TANIAI, 早稲田大学)

シンポジウム「統計科学の新展開」 2013.11/27-29, 金沢大学サテライト・プラザ

本発表の概要: 一般の分位数回帰モデルに従う確率変数は、一様確率変数を引数とするランダム係
数（random coefficient）表現を持つ。本発表では、これを一種の混合分布モデル（mixture model）
とみなすことによって無限次元パラメータである係数関数の接空間を導くことを試みた。また、さ
らにこの結果を用いた漸近有効な推定量の構成についても議論した。以下がその概要である：

We observe!! = (!!,"!), 1 ≤ # ≤ $ where !! is a random variable and "! is a %-dimensional
random vector, satisfying &−1

" (' ∣"! = #!) = #⊤
! $('), for all ' ∈ (0, 1). Here, we denote the

conditional quantile by &−1
" (' ∣() := inf{) : *" {! ≤ )∣(} ≥ '} with some set ( given. This is

the QR model (cf. Koenker (2005) and/or Koenker and Xiao (2006)) so has an interpretation
as the following Random Coefficient Regression model:

!! = "⊤
! $(+), +

d∼ Uniform[0,1], (1)

where $(⋅) : (0, 1)→ ℝ# is the vector of non-decreasing functions. In particular, if we assume
the 1st entry of "! is 1 and set $(,) = (-1 + .(,), -2, . . . , -#)⊤, then $(,) is studied by the
location model with restriction to the innovation’s ,-quantile to be 0. But the same $(,) can be
studied in a scale model with ,-quantile being 1, by setting $(,) = (-10(,), . . . , -#0(,))⊤. So,
in order to have the efficiency gain, different perspective yields different regularity conditions.

In this talk, we focus on the modelling (1), where ! is generated by deterministic function $,
uniform r.v. + , and “random nuisance parameter” " (cf. Pfanzagl (1982)). The distribution
of ! is now be seen from

*!,Γ(1 × 2) =

∫

%
*" (1;$∣#)Γ(%#), 1 ⊂ ℝ, 2 ⊂ ℝ#

where Γ := *" plays a role of mixing distribution. The crucial difference is that the parameter
of our interest, $(⋅), is infinite-dimensional.
To determine the tangent spaces for $ and for Γ, we define the subfamilies

!Γ := {*!,Γ : $ ∈ ℳ#}, "! := {*!,Γ : Γ ∈ G },

withℳ being the set of non-decreasing functions on (0, 1) and G being the set of distributions
which " might have. A tangent cone for $(⋅) (at * ) is denoted by 3& (!Γ), which is the set
of (score) functions 4 satisfying * [42] < ∞ and

%*'

%*
= 1 + 6(4 + 7'), * [72' ] = 8(60)

1



for the path *' → * (in !Γ) as 6 → 0. Now, denote the true value of parameters ($0(⋅),Γ0)
and think of a contamination $(⋅, 6) such that $'(,) := $(,, 6)→ $0(,) as 6 → 0. For given
, ∈ (0, 1), this $(,, 6) may differ at 6 ∕= 0 from one parametrization to another. Also, as
for the partial derivative ∂'$(,′, 6′) := ∂

∂'$(,, 6)∣(),')=()′,'′), we may think of the function
∂'$(⋅, 0) as 6−1($' − $0)(⋅) + 8(60) so that each ∂':*(⋅, 0) ∈ ;2(*!0,Γ0) if $' is such that√

$-consistent. In fact, each ∂':*(⋅, 0) can be assumed square-integrable under *" (⋅;$0∣#) as
well.

Proposition 1 The tangent space for $(⋅) is found to be

3&!0,Γ(!Γ) = {1Γ% : ℎ* ∈ ;2(*
" (⋅;$0∣#)), = = 1, . . . , %}, where

(1Γ%)()) := − %

%,

( #⊤%(,)

#⊤$′
0(,)

)∣∣∣
)=(#⊤!0)−1(+)

. ($′
0(,) =

%

%,
$0(,))

On the other hand, those for Γ will be 3&!,Γ0
("!) = {(), #) 1→ >(#) : ∃> ∈ 3Γ0(G )}.

This 1Γ : ;2(*" (⋅;$0∣#))# → ;2(*!0,Γ) is the score operator for $(⋅). So the score operator
for the full model seems to be 1(&, ') ≡ 1Γ&+'⊤∇>(#), for (&, ') ∈ ? := ;2(*" (⋅;$0∣#))#×
ℝ#. Then its adjoint 1∗ : ;2(*!0,Γ0)→ ? can be formally given by

1∗@ =
(
*!0,Γ0

[ #

#⊤$′
0(,0)

∂

∂)

(
#⊤$′

0(,0) ⋅ @(()
)]/

%*" ();$0∣#), *!0,Γ0 [∇>(#)@(()]
)

with ,0 = (#⊤$0)−1()). Using these operators, the efficient influence function for each :*(,),
= = 1, . . . , %, can be obtained as 1(1∗1)−1)̃*⋅()) as in eq.(25.30) of van der Vaart (1998).
In our case, )̃*⋅()) = (Γ[∂'$(,, 0)∂'$(,, 0)⊤/#⊤$′

0(,)]
−1Γ[∂':′

*(,, 0)∂'$(,, 0)], 0#). More
specifically, we have the following result:

Proposition 2 The efficient function for each $*(,) is found to be B̃* = 1Γ**⋅ where **⋅(,) =
(>*1(,), . . . , >*#(,))⊤ is the solution of the following ODE

>′′
*, −

#⊤$′′
0 (,)

#⊤$′
0(,)

>′
*, +

{ (#⊤$′′
0 (,))

2 − #⊤$′′′
0 (,)

#⊤$′
0(,)

}>*,

= $′⊤
0 (,)$

′
0(,)∂)':,(,, 0)Γ

[∂'$(,, 0)∂'$(,, 0)⊤

#⊤$′
0(,)

]−1
∂':,(,, 0)

with conditions >*,(0) = >*,(1) = 0.

As for the construction of the estimator which realizes this efficient influence function, we
made some conjectures and left it as a future work.
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ॱংΧςΰϦਖ਼ํ෼ׂදʹ͓͚Δ2มྔ t෼෍ܕରশϞσϧʹ͍ͭͯ

౦ژཧՊେֶཧֶ޻෦
͍ ͖

ੜُਗ਼و 1

౦ژཧՊେֶཧֶ޻෦ ෋ᖒఃஉ

1. ͸͡Ίʹ

,͍͓ͯʹͱྻ͕ॱংͷ͋Δಉ͡෼ྨ͔ΒͳΔR×Rਖ਼ํ෼ׂදߦ (i, j)ηϧ֬཰

Λ pijͱ͢Δ (i = 1, . . . , R; j = 1, . . . , R). ରশϞσϧ (Bowker, 1948)͸࣍ͷΑ͏ʹ

ఆٛ͞ΕΔ:

pij = pji (i < j).

͜ͷϞσϧ͸ηϧ֬཰ͷରশߏ଄Λ͍ࣔͯ͠Δ. ઢܗର֯ύϥϝʔλରশϞσϧ

(Agresti, 1983)͸࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ:

pij = θj−ipji (i < j).

͜ͷϞσϧ͸ରশతͳηϧ֬཰ͷൺ͕ओର֯ઢ͔Βͷڑ཭ j− iʹґଘͯ͠ࢦ਺తʹ

มԽ͢Δͱ͍͏ߏ଄Λ͍ࣔͯ͠Δ. ಛʹ θ = 1ͱ͓͍ͨ͜ͷϞσϧ͸ରশϞσϧͰ

͋Δ.

2มྔਖ਼ن෼෍ʹै͏֬཰ม਺ U ͱ V Λ͑ߟΔ, ͨͩ͠ E(U) = µ1, E(V ) = µ2,

Var(U) = Var(V ) = σ2, Corr(U, V ) = ρ. ͜ͷͱ͖݁߹֬཰ີ౓ؔ਺ f(u, v)͸, ͷ࣍

:ΛΈͨ͢܎ؔ
f(u, v)

f(v, u)
= δv−u,

ͨͩ͠,

δ = exp

[
µ2 − µ1

σ2(1− ρ)

]
.

͕ͨͬͯ͠, ຊདྷσʔλ͕࿈ଓྔͰपล෼͕ࢄ౳͍͠જࡏతͳ 2มྔਖ਼ن෼෍ʹै

͏ͱ૝ఆ͞ΕΔ৔߹ʹ͓͍ͯ, ͍͔ͭ͘ͷ੾அ఺Λઃ͚ͯਖ਼ํ෼ׂදσʔλΛߏ੒

͢Δͱ͖, ઢܗର֯ύϥϝʔλରশϞσϧ͸Α͘ద߹͢Δͱ͑ߟΒΕΔ. ͍ͭʹࡉৄ

ͯ͸Yamamoto et al. (2007)΋ߟࢀʹ͞Ε͍ͨ.

ຊߨԋͰ͸ॱংΧςΰϦਖ਼ํ෼ׂදͷղੳʹ͓͍ͯ, જࡏ෼෍ͱͯ͠पล෼ࢄͷ

౳͍͠ 2มྔ t෼෍͕૝ఆ͞ΕΔ৔߹ʹద੾Ͱ͋Δͱ͑ߟΒΕΔϞσϧΛఏҊͨ͠.

1˟ 278-8510 ઍ༿ݝ໺ా࡚ࢁࢢ 2641
ɹɹɹ e-mail: iki@is.noda.tus.ac.jp



2. 2มྔ t෼෍ܕରশϞσϧ

ࣗ༝౓ mͷ 2มྔ t෼෍ʹै͏֬཰ม਺ U ͱ V Λ͑ߟΔ, ͨͩ͠ E(U) = µ1,

E(V ) = µ2, Var(U) = Var(V ) = mσ2/(m − 2) (m > 2), Corr(U, V ) = ρ. ͜ͷͱ͖

݁߹֬཰ີ౓ؔ਺ h(u, v)͸,

h(u, v) =
1

2πσ2
√

1− ρ2

(
1 +

Q(u, v)

m

)−m+2
2

,

ͨͩ͠,

Q(u, v) =
1

σ2(1− ρ2)

[
(u− µ1)

2 − 2ρ(u− µ1)(v − µ2) + (v − µ2)
2
]
.

·ͨ h(u, v)͸࣍ͷؔ܎ΛΈͨ͢:

(
h(u, v)

)− 2
m+2 −

(
h(v, u)

)− 2
m+2

= αm(v − u) (u < v),

ͨͩ͠,

αm =
2(µ1 − µ2)

mσ2(1− ρ)

(
2πσ2

√
1− ρ2

) 2
m+2

.

R×RॱংΧςΰϦਖ਼ํ෼ׂදʹରͯ࣍͠ͷϞσϧΛఏҊͨ͠. ఆͨ͠mݻ (m > 2)

ʹରͯ͠,

p
− 2

m+2

ij − p
− 2

m+2

ji = βm(j − i) (i < j),

ͨͩ͠ βm͸ະ஌ύϥϝʔλͱ͢Δ. ͜ͷϞσϧ͸σʔλ͕࿈ଓྔͰपล෼͕ࢄ౳͠

͍જࡏతͳࣗ༝౓mͷ t෼෍ʹै͏ͱ૝ఆ͞ΕΔͱ͖, Α͘ద߹͢Δͱ͑ߟΒΕΔ.

͜ͷϞσϧΛ t෼෍ܕରশϞσϧͱݺͿ͜ͱʹ͢ΔʢTS(m)ʹΑͬͯ͢هʣ. ಛʹ

βm = 0ͱ͓͍ͨ͜ͷϞσϧ͸ରশϞσϧͰ͋Δ. ͜ͷϞσϧ͸ pijͷ−2/(m+2)৐

ͱ pjiͷ−2/(m + 2)৐ͷ͕ࠩओର֯ઢ͔Βͷڑ཭ j − iʹൺྫ͢Δ͜ͱΛ͍ࣔͯ͠

Δ.

ݙจߟࢀ

Agresti, A. (1983). A simple diagonals-parameter symmetry and quasi-symmetry model.
Statistics and Probability Letters, 1, 313-316.

Bowker, A. H. (1948). A test for symmetry in contingency tables. Journal of the Amer-
ican Statistical Association, 43, 572-574.

Yamamoto, H., Iwashita, T. and Tomizawa, S. (2007). Decomposition of symmetry into
ordinal quasi-symmetry and marginal equimoment for multi-way tables. Austrian
Journal of Statistics 36, 291-306.



順序カテゴリ正方分割表における対称性のモデルと分解
および併合した表に基づく対称性に関する尺度

東京理科大学大学院・理工学研究科　島田 文香
東京理科大学大学院・理工学研究科　田中 弥生
大阪大学・医学部 　山本 紘司
東京理科大学・理工学部 　富澤 貞男

第 1部 Sum-symmetryモデルの提案とその分解

第一部では, モデルを 2つ提案した。まず, 新たな対称構造をみるモデルとして
次のモデルを提案した:　

∑

(i,j)∈R(x)

pij =
∑

(i,j)∈R(x)

pji (3 ≤ x ≤ 2r − 1),

ここに,

R(x) = {(i, j) | i+ j = x, i < j},

である. ここではこのモデルを Sum-symmetry(SS)モデルと呼ぶ. 次に下記のモデ
ルを導入した:

∑

(i,j)∈R(x)

pij = ∆
∑

(i,j)∈R(x)

pji (3 ≤ x ≤ 2r − 1).

このモデルを条件付き Sum-symmetry(CSS)モデルと呼ぶ. また, ∆ = 1とおいた
CSSモデルは SSモデルである. このとき次の分解定理を得る:

定理 1: SSモデルが成り立つための必要十分条件は, CSSモデルとGSモデルの
両方が成り立つことである.

r× r正方分割表において, (i, j)セル観測度数を nijとし, mijを対応するセル期待
度数とする. {nij}は多項分布に従うと仮定する. このとき, モデルM の適合度を
検定するための尤度比カイ二乗統計量は

G2(M) = 2
r∑

i=1

r∑

j=1

nij log

(
nij

m̂ij

)
,

で与えられる. m̂ijはモデルM の下でのmijの最尤推定値である. このとき, 次の
定理を得る:

定理 2.　検定統計量G2(SS)は, 検定統計量G2(CSS)とG2(GS)の和に同等で
ある.



第 2部 正方分割表における併合した表を用いた対称性に関する尺度

1. はじめに
行および列に対するカットポイント sおよび t (1 ! s < t ! r−1)を用いて,カテ
ゴリを併合して r×r分割表を 3×3分割表にする. 全部で

(
r−1
2

)
(= (r−1)(r−2)/2)

枚の併合した分割表を作成することができ, それぞれの併合した分割表を Tstとす
る. このとき, Tst表における (i, j)セル確率をG(s,t)

ij (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3)とする.

対称モデルが成り立たないとき, その隔たりの程度を測ることに関心があり, 第 2

部では併合した分割表を用いて対称性からの隔たりを測る尺度を提案した.

2. 提案する尺度
{pij + pji $= 0}を仮定する. ここに δst =

∑∑
i #=j

G(s,t)
ij (1 ! s < t ! r − 1)として,

G∗(s,t)
ij =

G(s,t)
ij

δst
, Gc(s,t)

ij =
G(s,t)

ij

G(s,t)
ij +G(s,t)

ji

(i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3),

とする. このとき, 対称モデルからの隔たりを測る尺度を次のように提案した:

Ψ(λ) =
1(

r−1
2

)
∑∑

1!s<t!r−1

Ψ(λ)
st (λ > −1),

ただし

Ψ(λ)
st =

λ(λ+ 1)

2λ − 1

∑∑

i<j

(
G∗(s,t)

ij +G∗(s,t)
ji

)
I(λ)ij

({
Gc(s,t)

ij , Gc(s,t)
ji

}
;

{
1

2
,
1

2

})
,

ここに

I(λ)ij (·; ·) = 1

λ(λ+ 1)



Gc(s,t)
ij






(
Gc(s,t)

ij

1/2

)λ

− 1




+Gc(s,t)
ji






(
Gc(s,t)

ji

1/2

)λ

− 1








 .

λ = 0のときは λ → 0の極限で定義した.

部分尺度Ψ(λ)
st (1 ! s < t ! r−1)はTst表における対称性からの隔たりを測る尺

度である. ここに I(λ)ij (·; ·)は，{Gc(s,t)
ij , Gc(s,t)

ji }と{1/2, 1/2}の間のpower-divergence

であり, 特に λ = 0のときはKullback-Leibler情報量である. 提案尺度は以下の性
質をもつ.

• 0 ≤ Ψ(λ) ≤ 1

• Ψ(λ) = 0 ⇔対称モデルが成り立つ

• Ψ(λ) = 1 ⇔対称モデルからの隔たりが最大である



ਖ਼ํ෼ׂදʹ͓͚Δྦྷੵ֬཰Λ༻͍ͨ
ඇରশੑͷϞσϧͷ෼ղ

౦ژཧՊେֶେֶӃ ཧڀݚֶ޻Պɹ҆౻फ࢘
େࡕେֶɹ ҩֶ෦ ࢘ߛຊࢁ
౦ژཧՊେֶ ཧֶ޻෦ ෋ᖒఃஉ

1. ͸͡Ίʹ

ʹม਺ͱྻม਺ͷΧςΰϦʹॱংͷ͋Δಉ͡෼ྨ͔ΒͳΔਖ਼ํ෼ׂදσʔλͷղੳߦ

͓͍ͯ͸ɼ෼ྨؒͷ૬ؔޓ࿈ੑ͕͍ͨڧΊɼಠཱੑΛ͑ߟΔ͜ͱʹҙຯ͕ͳ͍͜ͱ͕ଟ

͍ɽͦͷͨΊ෼ྨؒͷಠཱੑʹ୅Θͬͯରশੑʹؔ͢ΔϞσϧ͕༻͍ΒΕΔɽରশੑʹ

ؔ͢ΔϞσϧͱͯ͠ɼରশϞσϧʢBowker, 1948ʣɼपลಉ౳ϞσϧʢStuart, 1955ʣɼ৚

݅෇ରশϞσϧʢMcCullagh, 1978ʣɼର֯ύϥϝʔλରশϞσϧʢGoodman, 1979ʣɼઢ

,ର֯ύϥϝʔλରশϞσϧʢAgrestiܗ 1983ʣɼ 2ൺύϥϝʔλରশϞσϧʢTomizawa,

1987ʣɼ֦ுपลಉ౳ϞσϧʢTomizawa, 1993ʣ౳͕͋Δɽ·ͨɼྦྷੵ֬཰ʹͮ͘جϞσ

ϧͱͯ͠ɼྦྷੵର֯ύϥϝʔλରশϞσϧʢTomizawa, 1993ʣɼྦྷੵઢܗର֯ύϥϝʔ

λରশϞσϧʢMiyamoto, Ohtsuka and Tomizawa, 2004ʣɼྦྷੵ 2ൺύϥϝʔλରশ

ϞσϧʢTomizawa, Miyamoto, Yamamoto and Sugiyama, 2007ʣɼྦྷੵ४ରশϞσϧ

ʢMiyamoto et al., 2004ʣɼྦྷੵ֦ு४ରশϞσϧʢTomizawa et al., 2007ʣ౳͕͋Δɽຊ

ใࠂͰ͸ɼྦྷੵ֬཰ʹͮ͘ج৽ͨͳϞσϧΛఏҊ͠ɼ༗༻ͳ݁Ռͱղऍ͕ಘΒΕΔ͜ͱ

Λద༻ྫͱڞʹࣔͨ͠ɽ·ͨɼྦྷੵઢܗର֯ύϥϝʔλରশϞσϧɼྦྷੵ 2ൺύϥϝʔ

λରশϞσϧͷ౰ͯ͸·Γͷѱ͍৔߹ʹɼΑΓৄࡉʹղੳ͢ΔͨΊʹ༗༻Ͱ͋ΔϞσϧ

ͷ෼ղఆཧΛ༩͑ͨɽ

2. ϞσϧఏҊ

ਖ਼ํR×R෼ׂදʹ͓͍ͯɼ(i, j)ηϧ֬཰Λ pijͱ͢Δʢi = 1, . . . , R; j = 1, . . . , Rʣɽ

ྦྷੵ֬཰ {Gij}ɼi "= jɼΛ࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͢Δɽ

Gij =
i∑

s=1

R∑

t=j

pst (i < j), Gij =
R∑

s=i

j∑

t=1

pst (i > j).



ྦྷੵ 2ύϥϝʔλपลରশ-1ϞσϧΛ࣍ͷΑ͏ʹఏҊͨ͠ɿ

G+
i = ∆1

R∑

k=i+1

Ωk−iGki (i = 1, . . . , R− 1),

ͨͩ͠ɼ

G+
i =

R∑

k=i+1

Gik,

Ͱ͋Δɽ·ͨɼྦྷੵ 2ύϥϝʔλपลରশ-2ϞσϧΛ࣍ͷΑ͏ʹಋೖͨ͠ɿ

G−
i = ∆2

i−1∑

k=1

Λi−kGki (i = 2, . . . , R),

ͨͩ͠ɼ

G−
i =

i−1∑

k=1

Gik,

Ͱ͋Δɽಛʹ∆1 = 1ʢ∆2 = 1ʣͷͱ͖ɼྦྷੵ 1ύϥϝʔλपลରশ-1Ϟσϧʢྦྷੵ 1ύ

ϥϝʔλपลରশ-2ϞσϧʣͰ͋Δɽ

3. ඇରশੑϞσϧͷ෼ղ

ੵྦྷʹͷΑ͏࣍ 2ൺύϥϝʔλରশϞσϧͷ෼ղΛ༩͑ͨɽ

ఆཧ 1 t = 1, 2ʹରͯ͠ɼྦྷੵ 2ൺύϥϝʔλରশϞσϧ͕੒ΓཱͭͨΊͷඞཁे෼

৚݅͸ɼྦྷੵ֦ு४ରশϞσϧɼྦྷੵ 2ύϥϝʔλपลରশ-tϞσϧͱD-tϞσϧͷ͢

΂͕ͯ੒Γཱͭ͜ͱͰ͋Δ.

͞Βʹɼఆཧ 1ΑΓྦྷੵઢܗର֯ύϥϝʔλରশϞσϧͷ෼ղ΋༩͑ͨɽ

·ͨɼྦྷੵ 2ൺύϥϝʔλରশϞσϧͷผͷ෼ղͱͯ࣍͠ͷఆཧΛಘͨɽ

ఆཧ 2 ྦྷੵ 2ൺύϥϝʔλରশϞσϧ͕੒ΓཱͭͨΊͷඞཁे෼৚݅͸ɼྦྷੵ֦ு४

ରশϞσϧͱ֦ுपลಉ౳Ϟσϧ͕੒Γཱͭ͜ͱͰ͋Δ.

͞Βʹɼఆཧ 2ΑΓྦྷੵઢܗର֯ύϥϝʔλରশϞσϧͷ෼ղͱରশϞσϧͷ෼ղ΋

༩͑ͨɽ



ਖ਼ํ෼ׂදʹ͓͚Δ

֦ுύϦϯυϩϛοΫରশϞσϧͱରশੑͷ෼ղ

ࢬࡾ ༞ี (౦ژཧՊେֶେֶӃɾཧڀݚֶ޻Պ)

ాാ ࣏ߞ (౦ژཧՊେֶɾཧֶ޻෦)

෋ᖒ ఃஉ (౦ژཧՊେֶɾཧֶ޻෦)

1. ఏҊ͢ΔϞσϧ
ɹຊߨԋͰ͸ɼMcCullagh [3] ʹΑͬͯಋೖ͞ΕͨύϦϯυϩϛοΫରশ (PS) Ϟσϧ

ͷ֦ுΛ༩͑ͨɽߦม਺X1ͱྻม਺X2͕ಉ͡෼ྨ͔ΒͳΔrʷrਖ਼ํ෼ׂදΛ͑ߟΔɽ

(i, j)ηϧͷ؍ଌ஋ͷग़֬ݱ཰Λpij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , r) ͱ͓͘ɽ͜ͷͱ͖ɼରশ

(S) Ϟσϧ͸࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ (Bowker [2]; Bishop, Fienberg and Holland [1])ɿ

pij = ψij (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , r)ɼ ͨͩ͠ ψij = ψjiɽ

ྦྷੵ֬཰Λ࣍ͷΑ͏ʹಋೖ͢Δɿ

Gij =
i∑

s=1

r∑

t=j

pst = P(X1 ≤ i,X2 ≥ j) (i < j),

Gji =
r∑

s=j

i∑

t=1

pst = P(X1 ≥ j,X2 ≤ i) (i < j).

͜ͷͱ͖ɼSϞσϧ͸࣍ͷΑ͏ʹ΋ද͢͜ͱ͕Ͱ͖Δɿ

Gij = Ψij (i #= j)ɼ pii = Ψiiɼ ͨͩ͠ Ψij = Ψjiɽ

mൺҰൠԽύϦϯυϩϛοΫରশ (PS(m)) ϞσϧΛ࣍ͷΑ͏ʹఏҊͨ͠ (Saigusa,

Tahata and Tomizawa, [4])ɿݻఆͨ͠m (m = 1, . . . , r − 1)ʹରͯ͠ɼ

Gij =





∆(m)

i

αi

αj−1
Ψij (i < j),

Ψij (i > j),
pii = Ψiiɼ ͨͩ͠ Ψij = Ψjiɼ

͜͜ʹɼ

∆(m)
i =

m−1∏

k=0

∆ik

k .

PS(1)ϞσϧɼPS(r − 1)Ϟσϧ͸ͦΕͧΕPSϞσϧɼҰൠԽύϦϯυϩϛοΫରশ

(GPS) Ϟσϧ (McCullagh [3]) Ͱ͋Δɽ

2. ରশϞσϧͷ෼ղ
ɹ͞ΒʹɼຊߨԋͰ͸ɼPS(m)ϞσϧΛ༻͍ͨSϞσϧͷ෼ղΛ༩͑ͨɽ

ϞʔϝϯτҰக࣍఺·ΘΓͷkݪม਺ͱྻม਺ͷߦ (MO(k)) ͷΑ͏ʹද࣍͞଄͸ߏ

ΕΔɿݻఆͨ͠k (≥ 1)ʹରͯ͠ɼ

E(Xk
1 ) = E(Xk

2 ).



ಛʹk = 1ͷͱ͖ɼME (ฏۉҰக) ͱ͢ه.

ྦྷੵ෦෼ରশ (CSS)Ϟσϧ͸࣍ͷΑ͏ʹఆٛ͞ΕΔ (Tomizawa, Miyamoto and Ouchi

[5])ɿ

Gi,i+2 = Gi+2,i (i = 1, . . . , r − 2).

ฏۉ஋·ΘΓͷ l࣍ϞʔϝϯτҰக (MA(l)) ఆͨ͠ݻͷΑ͏ʹද͞ΕΔɿ࣍଄͸ߏ l

(≥ 2)ʹରͯ͠ɼ

µX1
l = µX2

l , ͨͩ͠ µXt
l = E((Xt − E(Xt))

l) (t = 1, 2).

ಛʹ l = 2ͷͱ͖ɼVE (෼ࢄҰக) ͱ͢ه. ·ͨɼ࿪౓Ұக (SE) ʹͷΑ͏࣍଄͸ߏ

ͳΔɿ
µX1
3

(µX1
2 )3/2

=
µX2
3

(µX2
2 )3/2

.

ઑ౓Ұக (KE) ͷΑ͏ʹͳΔɿ࣍଄͸ߏ

µX1
4

(µX1
2 )2

=
µX2
4

(µX2
2 )2

.

͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷఆཧ͓ΑͼܥΛಘͨɽ

ఆཧ 1ɽݻఆͨ͠m (m = 1, . . . , r − 1)ʹରͯ͠, SϞσϧ͕੒ΓཱͭͨΊͷඞཁे

෼৚݅͸ɼPS(m)ϞσϧɼMO(k)Ϟσϧ (k = 1, . . . ,m)͓ΑͼCSSϞσϧͷ͢΂͕ͯ

੒Γཱͭ͜ͱͰ͋Δɽ

.1ɽ(i)ɼ(ii)ɼ(iii)͸ಉ஋Ͱ͋Δܥ
(i) SϞσϧ͕੒Γཱͭ.

(ii) ఆͨ͠mݻ (m = 2, . . . , r − 1)ʹରͯ͠ɼPS(m)ϞσϧɼMEϞσϧɼMA(l)

Ϟσϧ (l = 2, . . . ,m)͓ΑͼCSSϞσϧͷ͢΂͕ͯ੒Γཱͭɽ

(iii) r ≥ 5ͷͱ͖ɼPS(4)ϞσϧɼMEϞσϧɼVEϞσϧɼSEϞσϧɼKEϞσϧ

͓ΑͼCSSϞσϧͷ͢΂͕ͯ੒Γཱͭɽ
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