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変量効果モデルを用いた
複数の読影者による画像診断法の精度の推定

佐伯　浩之 1,2、汪 金芳 1

1 千葉大学大学院 理学研究科
2 富士フイルムＲＩファーマ株式会社　　

1 目的
ある疾患を検査する診断法の精度を示す指標として、感度（Sensitivity）と特異度（Specificity）がある。
一般に、感度とは疾患を持つ被験者に対して診断法が陽性 (+) を示す確率、特異度とは疾患を持たない被験
者に対して診断法が陰性 (−) を示す確率と定義される。画像診断法の精度を推定するための臨床試験では、
読影者の評価の再現性を確認するために、複数の読影者が同一の画像を独立に読影する。従って、複数の読
影者により複数の判定が発生することから、従来は合議や多数決によって判定を単一化した上で、感度や特
異度を推定していた。しかしながら、合議では非独立な評価のためにバイアスが発生する恐れがあること、
多数決評価では読影者間のバラツキを考慮できないことから、これら方法の利用は主要な評価に対して推奨
されない。そこで本研究では、複数の読影者から得られた診断法の精度の推定値を統合する方法を導出する
ことを目的とした。

2 統計モデル
ある疾患 D を検査する診断法M の性能を示す指標である感度 pと特異度 q を以下のように定義する。

p = P (+|D) (1)

q = P (−|D̄) (2)

ここで、D̄ は疾患ではない状況を意味する。読影者母集団 R から、無作為に K 名の読影者を抽出し、
R1, · · · , RK とする。読影者 Rk が画像を読影し、Yk を出力する。ここで、読影者 Rk が陽性と判定した場合
には、Yk = +となり、陰性と判定した場合には、Yk = −となる。したがって、Yk はベルヌーイ分布に従
い、陽性及び陰性判定の確率変数として以下のように表せる。

pk = P (Yk = +|D) = P (+|D,Rk) , k = 1, · · · ,K (3)

qk = P (Yk = −|D̄) = P (−|D̄, Rk) , k = 1, · · · ,K (4)

以降では、最も単純な状況として読影者 2名での判定結果に基く感度を対象として検討を進める。読影者 1

及び 2が同一の画像を読影した結果を y1 及び y2 とし、以下のモデルを定義する。
(

y1
y2

)
=

(
θ1
θ2

)
+

(
ϵ1
ϵ2

)
(5)

ここで、θ1 と θ2 は読影者 1及び 2の読影結果の平均である。また、ϵ1 及び ϵ2 は、分散が ŝ21 と ŝ22（既知）、
同一画像の読影による相関を考慮した相関係数が ρ12 の多変量正規分布に従うと仮定する。
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(
ϵ1
ϵ2

)
∼ N

( (
0
0

)
,

(
ŝ21 ρ12ŝ1ŝ2

ρ12ŝ1ŝ2 ŝ22

) )
(6)

更に、θ1 と θ2 に対して以下のモデルを定義する。
(

θ1
θ2

)
=

(
µ
µ

)
+

(
e
e

)
(7)

ここで、µは全ての読影者での読影結果の平均である。また、eは分散が τ2（未知）の多変量正規分布に従う
と仮定する。 (

e
e

)
∼ N

( (
0
0

)
,

(
τ2 0
0 τ2

) )
(8)

以上で定義したモデルの式 (5)及び (7)に基づき、以下の random effects modelを定義する。
(

y1
y2

)
=

(
µ
µ

)
+

(
ϵ∗1
ϵ∗2

)
(9)

(
ϵ∗1
ϵ∗2

)
∼ N

( (
0
0

)
,

(
ŝ21 + τ2 ρ12ŝ1ŝ2
ρ12ŝ1ŝ2 ŝ22 + τ2

) )
(10)

本研究のアウトカムである読影者 1及び 2の感度 p̂1 及び p̂2 は割合であることから、ロジット変換を行った
上で式 (9)を適応することとなる。その際のモデル式と誤差は以下のように示される [1]。

(
logit(p̂1)
logit(p̂2)

)
=

(
logit(p)
logit(p)

)
+

(
ϵ∗1
ϵ∗2

)
(11)

(
ϵ∗1
ϵ∗2

)
∼ N

( (
0
0

)
,

(
1

np̂1(1−p̂1)
+ τ2 − 1

n(1−p̂1)(1−p̂2)

− 1
n(1−p̂1)(1−p̂2)

1
np̂2(1−p̂2)

+ τ2

) )
(12)

3 精度の推定
µの推定量として単純平均値 µ̂(MEAN)、最尤推定量 µ̂(AMLE) 及び制限付き最尤推定量 µ̂(REML) を、以

下の式により求める。

µ̂(MEAN) =
(
XtX

)−1
XtY (13)

µ̂(AMLE) =
(
XtR̂−1X

)−1
XtR̂−1Y (14)

µ̂(REML) =
(
XtV̂ −1X

)−1
XtV̂ −1Y (15)

ここで、

X =

(
1
1

)

R̂ =

(
ŝ21 ρ12ŝ1ŝ2

ρ12ŝ1ŝ2 ŝ22

)

V̂ =

(
ŝ21 + τ̂2 ρ12ŝ1ŝ2
ρ12ŝ1ŝ2 ŝ22 + τ̂2

)
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Y =

(
y1
y2

)

である。本研究のアウトカムである感度 p̂(MEAN)、p̂(AMLE) 及び p̂(REML) は、ロジット変換に基いた
µ̂(MEAN)、µ̂(AMLE) 及び µ̂(REML) を逆変換することで求める。なお、以下の式の p̂(.) 及び µ̂(.) は、添え字
を省略したものである。

p̂(.) =
exp

(
µ̂(.)

)

1 + exp
(
µ̂(.)

) (16)

なお、τ2 の推定量である τ̂2 は、DerSimonian and Lairdの方法によりモーメント推定量として求めること
ができる [2]。

Q1 = XtR̂−1

(
Y −

(
µ(AMLE)

µ(AMLE)

))(
Y −

(
µ(AMLE)

µ(AMLE)

))t

X (17)

τ̂2 = max

[
0, {Q1 − (K − 1)}

{
XtR̂−1X −

(
XtR̂−1

)(
XtR̂−1

)t (
XtR̂−1X

)−1
}−1

]
(18)

4 数値実験
本研究で誘導した p̂(MEAN)、p̂(AMLE) 及び p̂(REML) のバイアスとMSEを検討するため、2名の読影者

の条件のもとでモンテカルロシミュレーションを実施した。シミュレーションデータは 2段階の過程を経て
作成した。まず最初に、任意の p (シミュレーションではロジット変換する)、ŝ21、ŝ22、ρ12 及び τ2 について
任意の値を設定したもとで多変量正規乱数を発生させ、p1 及び p2 の擬似データを作成した。次に、この擬
似データから p1 及び p2 のもとで任意の n数のベルヌーイ乱数による擬似データを発生させた。シミュレー
ションの結果、p̂(AMLE) は p̂(MEAN) 及び p̂(REMS) に対してバイアスとMSEが大きかった。p̂(MEAN) 及
び p̂(REMS) を比べると、p̂(MEAN) が若干バイアスが小さい傾向が認めれらたが、その差は小さかった。

参考文献
[1] Trikalinos T, Olkin I. A method for the meta-analysis of mutually exclusive binary outcomes.

Statistics in Medicine 2008; 27:4279–4300.

[2] DerSimonian R, Laird N. Meta-analysis in clinical trials. Controlled Clinical Trials 1986; 7:177–188.
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Determination of smoothing parameter
for penalized spline regression

٢ా୓ਅ 1

Պڀݚֶ޻ౡେֶɹେֶӃཧࣇ1ࣛ

1 ͸͡Ίʹ

εϓϥΠϯฏ׈Խʹ͓͍ͯ, ਪఆྔͷڍಈΛ੍͢ޚΔฏ׈Խύϥϝʔλͷઃఆ͸ॏཁͰ͋Δ. ͦͷ
ͨΊͷ୅දతͳख๏ͱͯ͠, cross-validationͳͲͷϞσϧબ୒ن४Λར༻ͨ͠୳ܾࡧఆ๏͕͋Δ.
͔͠͠, ୳ܾࡧఆ๏͸Ͳ͏ͯ͠΋͔͔͕ؒ࣌ࢉܭΓ, ෳ਺ͷฏ׈Խύϥϝʔλͷީิͷத͔Β࠷ద
ͳ΋ͷΛͻͱͭબͿͱ͍͏ಛ௃͔Β, ͢΂ͯͷީิ఺͕ѱ͍ͱ͍͏͜ͱ͑͜͞ىΓಘΔ. ܾఆ͢΂
͖ฏ׈Խύϥϝʔλ͕ 1ͭͰ͋Ε͹, ۙ೥ͷػࢉܭͷੑೳ্޲ʹΑͬͯͦͷܽ఺͸ΧόʔͰ͖Δ.
͔͠͠, ܾఆ͢΂͖ฏ׈Խύϥϝʔλ͕ෳ਺ଘ͢ࡏΔ৔߹͸, ๲େͳࢉܭίετ͕͔͔Γ, རศੑ
͕͋Δͱ͸͑ݴͳ͍. ΋͠, ਪఆྔ͕ͭ࣋਺ֶతੑ࣭͔Βฏ׈ԽύϥϝʔλΛμΠϨΫτʹܾఆ͢
Δ͜ͱ͕ՄೳͰ͋Ε͹, ,ͷ୹ॖ͚ͩͰͳؒ࣌͘ࢉܭ ਺ֶతͳཧ࿦อূΛͭ࣋ਪఆྔ͕ߏஙͰ͖Δ.
ຊߨԋͰ͸, εϓϥΠϯਪఆྔͷฏੵۉ෼ೋ৐࠷ࠩޡখԽʹ͍ͯͮجฏ׈ԽύϥϝʔλΛܾఆ

͢Δख๏ʹؔ͢ΔΞϧΰϦζϜ, ཧ࿦݁Ռ, ద༻݁ՌΛใͨ͠ࠂ. ఏҊͨ͠ख๏͸આ໌ม਺, ໨తม
਺͕ڞʹ ,ͷ৔߹ͷΈͳΒͣݩ࣍1 આ໌ม਺͕ଟݩ࣍ͷՃ๏Ϟσϧʹରͯ͠΋ద༻ՄೳͰ͋Δ. Ճ
๏Ϟσϧʹ͓͚ΔεϓϥΠϯฏ׈ԽΛ͑ߟΔ৔߹͸, ฏ׈Խύϥϝʔλ͸આ໌ม਺ͷݸ਺͚ܾͩఆ
͢Δඞཁ͕͋Δ. ఏҊख๏Λ༻͍Δͱैདྷͷ୳ࡧతͳܾఆΑΓ΋֨ஈʹগͳ͍ؒ࣌ࢉܭͰਪఆྔ
ͷߏங͕Մೳͱͳͬͨ.

2 εϓϥΠϯਪఆྔ

ಘΒΕͨσʔλ {(yi, xi) : i = 1, · · · , n}ʹରͯ͠, ճؼϞσϧ

Yi = f(xi) + εi, i = 1, · · · , n, (1)

Λ͑ߟΔ. ͜͜Ͱ, Yi͸໨తม਺, xi͸આ໌ม਺, f ͸ະ஌ͷճؔؼ਺, εi͸ࠩޡͰ͋Γ, E[εi] = 0,
V [εi] = σ2 < ∞ ͱԾఆ͢Δ. ໨త͸, f ΛεϓϥΠϯ๏ʹΑͬͯਪఆ͢Δ͜ͱͰ͋Δ. અ఺
κ0 < κ1 < · · · < κK < κK+1ʹରͯ͠, p࣍ͷB-εϓϥΠϯؔ਺Λ, k = −p, · · · ,K − 1ͱͯ͠

B[0]
k (x) =

{
1, κk < x ≤ κk+1,
0, otherwise,

B[p]
k (x) =

x− κk
κk+p − κk

B[p−1]
k (x) +

κk+p+1 − x

κk+p+1 − κk+1
B[p−1]

k+1 (x)

ͱఆٛ͢Δ. Ҏ߱͸, Bk(x) = B[p]
k (x)ͱॻ͘. ͜ͷͱ͖, ճؼϞσϧ (1)ͷ୅ΘΓʹ, B-εϓϥΠ

ϯճؼϞσϧ

Yi = s(xi) + εi, i = 1, · · · , n,
Λ͑ߟΔ. ͨͩ͠,

s(x) =
K−1∑

k=−p

Bk(x)bk

1
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Ͱ͋Δ. ໨త͸, ύϥϝʔλ b = (b−p · · · bK−1)T Λਪఆ͢Δ͜ͱͰ͋Δ. േଇ෇͖εϓϥΠϯ

b̂ = (b̂−p · · · b̂K−1)T ͸

n∑

i=1

⎧
⎨

⎩Yi −
K−1∑

k=−p

Bk(x)bk

⎫
⎬

⎭

2

+ λ
K−1∑

k=m−p

{∆m(bk)}2, (2)

ͷ࠷খԽʹܾ͖ͮجఆ͞ΕΔ. ͜͜Ͱ, λ͸ฏ׈Խύϥϝʔλ, ∆͸ࠩ෼࡞༻ૉͰ͋Γ, ∆bk =
bk − bk−1Ͱఆٛ͞ΕΔ. ͜ͷͱ͖, f ͷਪఆྔ͸ f̂(x) =

∑K
k=−p+1Bk(x)b̂k Ͱߏ੒͞ΕΔ.

3 ฏ׈Խύϥϝʔλͷܾఆ๏

f̂(x)ͷฏੵۉ෼ೋ৐ࠩޡ͸

MISE =

∫
E[{f̂(x)− f(x)}2]dx

Ͱఆٛ͞ΕΔ. ͜ͷMISEΛ࠷খʹ͢Δ λΛͻͱܾͭఆ͢Δ. ઴ۙදݱ༻͍Δͱ, MISE͸ λʹؔ
ͯ͠ .Ͱॻ͚Δܗ਺ͷؔ࣍2 ͭ·Γ, ఆ਺ a, b, cΛ༻͍ͯ,

MISE ≈ aλ2 + bλ+ c (3)

ͷܗͰॻ͚Δ. Αͬͯ, MISEΛ࠷খʹ͢Δ λ͸؆୯ʹٻΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δ. ͜ͷख๏ͷϙΠϯτ
͸, (3)Λຬͨ͢ a, b, cΛٻΊΔ͜ͱͰ͋Γ, ͦͷͨΊʹςΠϥʔల։, B-εϓϥΠϯͷ֊૚తͳඍ
෼ࢉܭ, .ΊΒΕͨٻ͕ࢉܭͳີݫͷ઴ۙల։ͳͲ਺ֶతͳྻߦٯ

4 Ճ๏Ϟσϧ΁ͷ֦ு

Ҏ্ͷٞ࿦ΛՃ๏Ϟσϧ΁֦ு͢Δ. Ճ๏Ϟσϧͱ͸, ͷ໨తม਺ݩ࣍1 Yi ͱ dݩ࣍આ໌ม਺
(xi1, · · · , xid)ʹ͍ͭͯ

Yi = µ+ f1(xi1) + · · ·+ fd(xid) + εi. (4)

ͱԾఆ͢Δ͜ͱͰ͋Δ. µ͸ະ஌ͷύϥϝʔλͰ͋Γ, fj͸ະ஌ͷճؔؼ਺Ͱ͋Δ. Ճ๏Ϟσϧ (4)
ʹରͯ͠εϓϥΠϯ๏Λద༻͢Δ৔߹͸, ֤ fj ʹରͯ͠εϓϥΠϯϞσϧͰۙ͠ࣅ, ͍ͮجʹ(2)
ͯ fj Λਪఆ͢ΔͨΊ, ܾఆ͕ඞཁͱͳΔฏ׈Խύϥϝʔλ͸ λ1, · · · ,λdͷ dݸͱͳΔ. ͜ͷϞσ

ϧʹؔͯ͠΋֤ fj ͷേଇ෇͖εϓϥΠϯ f̂j ʹ͍ͭͯ

MISEj =

∫
E[{f̂j(x)− fj(x)}2]dx

Λ࠷খʹ͢Δ λj Λܾఆ͢Δ. ͢Δͱ, (3)ͱಉ༷ʹ, MISEj ͸઴ۙతʹ λj ͷ ਺Ͱॻ͚Δͷؔ࣍2
Ͱ, ͜ΕΛٻΊͨ.

5 ਺஋࣮ݧ

γϯϙδ΢Ϝʹ͓͍ͯ, ఏҊख๏ͷ༗༻ੑΛ਺஋తʹࣔ͠, ใͨ͠ࠂ.
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Functional clustering of mouse ultrasonic
vocalization data

Xiaoling Dou The Institute of Statistical Mathematics
Shingo Shirahata Osaka University
Hiroki Sugimoto Jichi Medical University
Tsuyoshi Koide National Institute of Genetics

1 Introduction

Mouse ultrasonic vocalizations (USVs) are studied in various fields of science ([3], [4]). However,
background noise and varied USV patterns in observed signals make complete automatic analysis
difficult. We propose a series methods to cluster nonharmonic mouse USV data automatically.
The procedure includes noise reduction, detecting USV calls, transforming USV calls as functions
and functional clustering ([1], [2]). The proposed methods are shown useful with two data sets
taken from laboratory mice.

2 Mouse ultrasonic vocalization data

Our USV data are taken from male mice who emit towards a female mouse. Two strains,
BALB/cAnN and C57BL/6, are used in the experiments. For the dataset taken from a mouse
of BALB/cAnN, the raw USV voice data are transformed by FFT into a sequence of USV frames.
Each frame of 0.85 msec duration is observed. Each USV frame overlaps 50% with the next frame,
and each frame is represented by 256 samples at a 300kHz sampling rate. That is, the measurable
highest frequency (the Nyquist frequency) is 150kHz which is half the sample frequency, and the
time between adjacent frames is 0.425 msec. For each frame, 126 squared amplitudes (or power)
are computed for the sampled frequencies. Thus, from the BALB/cAnN mouse, the data collected
from about 100 seconds consists the squared amplitudes as a 233393 × 126 matrix.

The second dataset is taken from a male C57BL/6 mouse. It contains about 188 seconds USV
data. After the FFT described above, it became a squared amplitude matrix with size 443086×126.
Compared with those of BALB/cAnN, most USV calls of the C57BL/6 mouse are discontinuous.

3 Noise reduction

There are three steps in the noise reduction process: moving average, determine the minimum
USV intensity and separate the USV signals from the matrix.

We denote the matrix by X = {xij}, i = 1, ..., T stands for time, j = 1, ..., F indicates frequency.
First we use a small matrix to do moving average on the original matrix data. The size of the
small matrix can be chosen empirically. Moving average is useful to distinguish noise and voice
signal. It can also reduce the perturbation in the signals.

The second step is to determine a minimum intensity (e.g., 200 ) and set all elements less than
the intensity to 0. This minimum intensity should be chosen by considering the noise level. This
step etches the shapes of the USV signals. We then find the location in the frequency range where
the signal takes its maximum intensity for each frame. If more than one locations are found for one
frame, the median should be used. Generally, frequency of USV is higher than 20KHz, the location
should be chosen at larger than 20KHz. In this paper, we only consider the shape of the USVs in
time, but not the intensity which measures USV volume. Now, we have a sequence contains the
frequencies of the USVs in time. That is, the large matrix becomes a two-dimensional data, one
dimension is for time, the other one is for frequency.

We can then separate the USV calls from the sequence, after determine the length of interval
between adjacent USVs and the range of the USV length.

6



4 Function approximation and functional clustering

After reducing the noise, we are now ready to define the USV calls as functions. Many methods
are available for estimating the USV functions. Considering that some of the USV calls are not
continuous, they may contain several breakpoints, we prefer the B-spline basis function method
for its easiness in constructing functions with breakpoints.

For n pairs of (ti, fi), i = 1, · · · , n, contained in one USV call. Assume that

fi = θ0 +
m∑

j=1

θjβj(ti) + εi (1)

or in a matrix form

f = Bθ + ε, (2)

where t = (t1, · · · , tn)′, f = (f1, · · · , fn)′ stand for time and frequency, respectively. B =
(1,β1(t), · · · ,βm(t)) is the B-spline basis functions with order d. Using the least square method,
for each USV call, we obtain a coefficient vector

θ̂ = (B′B)−1B′f (3)

and the regression function

f̂ = Bθ̂. (4)

For discontinuous USV calls, we specify a constant κ as threshold. If |fi − fi−1| > κ, then
the curve is discrete at time i, and i is called a breakpoint. To make a jump at a breakpoint, we
overlap d + 1 knots at the breakpoint. Hence, for each curve, we obtain a coefficient vector with
m = d + number of interior knots.

Because curves with same number of breakpoints have the same length of coefficient vectors,
clustering can be performed by first grouping the curves with same number of breakpoints into
the first level clusters. Then the shape of the curves in each first level cluster are classified by
clustering their coefficient vectors ([1]). In the step of functional clustering, we use Ward’s method
and K-means method.

5 Data analysis

After noise reduction, we obtained 390 USV calls form the data of the BALB/cAnN mouse. Among
them, 378 curves are continuous, and are clustered into 5 groups. The rest 12 curves with one
breakpoint are gathered into one cluster. These methods also work well for the data taken from
the C57BL/6 mouse.
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チューブの体積を最小にするフーリエ・多項式回帰最適実験計画
栗木哲 (統計数理研) Henry Wynn (LSE, UK)

1 最適実験計画とは

実験データ (xi, yi)i=1,...,N に回帰分析モデル

yi = b⊤f(xi) + εi, εi ∼ N(0,σ2
0) i.i.d.

を想定する．ここで b = (b1, . . . , bn)⊤は未知パラメータベクトル，f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))⊤

は基底ベクトルである．
説明変数 xiは，その定義域 X ⊂ Rの中で自由に設定することができるとする．未知の b

を何らかの意味で精度良く推定するための {x1, . . . , xn} ⊂ X の配置を求める問題を最適実
験計画という．bの最小 2乗推定量 b̂の共分散行列は σ2

0Σ,

Σ = M−1, M =
∑N

i=1 f(xi)f(xi)
⊤

であるので，det(Σ)を最小にするD最適計画，tr(Σ)を最小にするA最適計画，b̂⊤f(x0)の
分散 f(x0)⊤Σf(x0) を最小にする計画などが考えられる．

2 チューブ法による同時信頼区間

回帰曲線 {(x, b⊤f(x)) | x ∈ X}の信頼区間を同時信頼区間という．それを構成するための
簡単な方法はCauchy-Schwarz不等式によるものであるが，特別な場合を除いて，得られる
不等式はタイトではない．
Rnの計量を ∥u∥2Σ = u⊤Σuで考える．半径 1の球面 Sn−1の上の曲線Γ = {f(x)/∥f(x)∥Σ |

x ∈ X} を考える．D. Naiman (1986) は，曲線 Γの Sn−1における管状近傍 (チューブ) の
体積を考察することにより，確率不等式

1− Pr

(
| b̂⊤f(x)− b⊤f(x)|

∥f(x)∥Σ
< c, ∀x ∈ X

)
≤ length(Γ) Pr

(
χ2
2 > c2

)
+ χ(Γ) Pr

(
χ2
1 > c2

)

(1)

を示した．ここで length(Γ)は Γの長さ，χ(Γ)は Γの連結成分数である．右辺を αとおい
て cについて解くことにより，信頼係数 1 − αの同時信頼区間が構成できる．(1) は (安全
側の) 不等式であるが，裾領域 c → ∞ (α → 0) では左辺と右辺は漸近的に同等となる．右
辺は第 1項が主要項となる．

3 問題設定

(1) より，∥f(x)∥Σを小さくする，また曲線の長さ length(Γ)を短くすると同時信頼区間の
幅を狭くすることが分かる．前者をminmaxx∈X ∥f(x)∥Σ の意味で達成するのが D最適計
画である．ここでは length(Γ)を最小にする最適問題を考える．
特に具体例として，基底を

f(x) =
(
1,
√
2 sin(2πx),

√
2 cos(2πx),

√
2 sin(4πx), . . . ,

√
2 cos(2πmx)

)⊤
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(n = 2m+ 1) とするフーリエ回帰を考える．X = (−1/2, 1/2]とする．
X 上の非負測度の全体を P で表す．P ∈ P のそれぞれが実験配置に対応する．正則な

情報行列の全体 (モーメント錐) をM =
{∫

X f(x)f(x)⊤dP (x) ≻ 0 | P ∈ P
}
と書く．

g(x) = d
dxf(x)とおく．我々の問題は次の形に帰着される．

Minimize

length(Γ) =

∫

X

√
(f(x)M−1f(x))(g(x)M−1g(x))− (f(x)M−1g(x))2

f(x)⊤M−1f(x)
dx (2)

subject to M ∈ M.

4 問題解決への道のり

以下のことがらを見いだし，n = 3の場合を解決した．
(i) フーリエ回帰における一様計画の場合 (2) は積分可能で length(Γ) = 2π

√
2/3，局所

最小解．(当初これが最適解と予想された．)

(ii) D最適計画，A最適計画とは異なり，目的関数 length(Γ)はM = Σ−1の凸関数では
なく，凸最適化の標準的な手法が使えない．
(iii) 基底を f(x) = (1, x, . . . , xn−1)⊤とする多項式回帰モデルでも同じ問題を考えること

ができる．変換 x $→ tan(πx)によって，多項式回帰での最適解とフーリエ回帰での最適解
は 1対 1に対応する．
(iv) (2) の被積分関数の分子分母の多項式の終結式を計算し共通因子をもつ場合を調べた

ところ，その場合に平方根が消え (2) は積分可能となり，さらに積分値はフーリエ一様計画
の場合に一致した．(最適解は一点ではなく代数多様体をなすと予想できた．)

(v) フーリエ回帰における角度シフトを一般化した変換

x $→ ax+ b

cx+ d
(ad− bc ̸= 0)

(メビウス変換) は問題を不変にする．
(vi) メビウス変換によって，モーメント錐Mはオービット分解される．オービットの代

表元として

M =

⎛

⎜⎝
1 0 v

0 v 0

v 0 1

⎞

⎟⎠ ∈ M, v ∈ (0, 1/3]

をとることができる (クロスセクション)．length(Γ)の最小化問題は 1次元パラメータ vに
関する最適化問題に帰着する．しかしまだそれでも楕円積分が必要．
(vii) 不等式 1/

√
1 + a ≥ 1−a/2,

√
1 + a ≤ 1+a/2 (|a| ≤ 1) を用いて，length(Γ)の楕円

積分によらない上下限を得ることができる．この上下限の最適化を通して最適解 (v = 1/3)

が得られた！

定理 length(Γ)の最小値は，多項式回帰のモーメント行列が

M =

⎛

⎜⎝
1 r q2

3 + r2

r q2

3 + r2 r(q2 + r2)
q2

3 + r2 r(q2 + r2) (q2 + r2)2

⎞

⎟⎠ , q ̸= 0

のとき達成される．(q, r) = (1, 0)の場合は，フーリエ回帰の一様計画 (D最適) に対応する．
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海洋生物多様性の評価方法
–混合効果モデルとブースティングの応用–

小森　理
統計数理研究所

1 報告内容
海洋資源評価の問題は，資源の適切な管理運用にとって重要な問題である．(Worm and

others, 2006)の論文では現状の資源管理体制のままでは 2048年までに漁業資源の崩壊が示
唆されており，海洋資源の評価，管理の見直しの動きが活発になってきている．このよう
な状況の中，近年では個々の stockに注目した資源の保全ではなく，世界規模の資源管理が
注目を浴びるようになってきた (Thorson and others, 2012; Costello and others, 2012)．世
界規模のデータは食糧農業機関 (FAO)に蓄積されている漁獲量のデータのみであり，海洋
資源評価の基準となる biomassの情報はない．そこで小規模ではあるが biomassの情報も
あるRAMデータを使い，漁獲量と biomassとを関係づけるモデルの構築が必要となる．今
回は時系列データである漁獲量のパターン抽出のために関数ロジスティックモデルを考え，
周辺尤度最大化による手法とブースティングによる手法で判別解析を試みた．

2 今後
水産資源の豊かさの評価を難しくしている要因は，評価に利用できるデータが不足して
いるまたはそのデータの質が不確かな点があげられる．水産資源の評価で一番信頼性のあ
る biomassの算出 (stock assessments)には多額の費用がかかり，全ての stockに対して算出
することは現実的ではない．上記のようにごく少数の stockにのみこの biomassのデータが
算出されている (RAMデータ)．そこで実質的には FAOの漁獲量のデータが注目されてい
るが注意すべき点がいくつか列挙される．まず漁獲量自体均質な量ではないことである．例
としてカナダのタラ資源を考えてみる．この資源は以前から慎重に管理されてきたが 1990

年ごろに collapseしてしまった．原因は trawlerによる漁獲量のみに注目してしまい，その
他の boat等を使った際の漁獲量の変動には注意を払わなかったからである．また漁獲量の
データ自体の信頼性の問題もある．発展途上国と先進国での漁獲量の報告量には明らかな
違いが指摘されており，発展途上国での漁獲量が過小に報告されている事実がある．その
他にも政府による漁獲の規制，stockの分類方法の再編，自然災害等のさまざまな要因が漁
獲量のデータの信頼性を不確かなものにしている (Pauly and others, 2013)．このような事
実を踏まえた上でデータ解析を行う必要がある．漁獲地域ごとのランダム効果を考えると

1
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ともに，データのもつ不確かさをミスラベルモデル (Copas, 1988; Takenouchi and Eguchi,

2004)として捉える手法を考えたい．ミスラベルの割合の推定にはOpenBugs等を使ったベ
イズの手法が有効と考えている．
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二項反応一般化線型モデルにおける変換適合度検定統計量

鹿児島大学・理工　種市信裕
北海道教育大学・釧路　関谷祐里

数学利用研究所　外山　淳

１ はじめに
　我々は，先の研究（Taneichi et al. [5]）において，ロジスティック回帰モデルにおけるデ
ビアンス（対数尤度比統計量）Dの帰無仮説のもとでの分布に対する漸近展開式を導出し，そ
の連続項に基づき D にバートレット修正を施した変換統計量 D̃ を構築した. さらにその上
で，D̃ の検出力は D とほぼ同じで, 極限カイ二乗分布への収束がDよりも速いことを数値的
に実証した．本報告では，Taneichi et al. [5] の研究内容を，ロジスティックモデルから，よ
り一般の一般化線型モデルへ, また検定統計量もデビアンスから φ-ダイバージェンス (Pardo
and Pardo [4]) に基づく検定統計量へと拡張をおこなった. これにより，二項反応の多様な一
般化線型モデルに対する適合度検定において，標本数があまり大きくない場合であっても，極
限カイ二乗分布を用いた近似検定によって，適切な検定結果を導きやすい新たな検定統計量を
提案した．

２　二項反応の一般化線型モデル
一般化線型モデル (Nelder and Wedderburn [3]) を２項分布 B(n,π) について考える．N 個

の異なるサブグループにおける反応数に対応した確率変数 Yα, (α = 1, . . . , N) が互いに独立
に二項分布 B(nα,πα), (α = 1, . . . , N) に従うとし，その連結関数として，単調かつ微分可能
な関数 g(·) を用いると，二項データに対する一般化線型モデル

g(πα) = x′
αβ, (α = 1, . . . , N) (1)

が得られる. ただし, xα = (xα1, . . . , xαp)′, (α = 1, . . . , N)は共変量ベクトル，β = (β1, . . . ,βp)′

は未知のパラメータベクトルであり，p < N とする．関数 g として特に，g(t) = log{t/(1−t)},
g(t) = Φ−1(t), g(t) = log{− log(1− t)} を用いたときのモデル (1) はそれぞれ，ロジスティッ
クモデル，プロビットモデル，補対数対数モデルとなる．ここで，Φ(·) は標準正規分布の累
積分布関数である．本報告で扱うモデルは，これら種々のモデルを含む一般の一般化線型モデ
ル (1) を対象とする．

３　一般化線型モデルの適合度検定における φ-ダイバージェンス統計量
一般化線型モデルが正しいという帰無仮説Hg

0 : πα = g−1(x′
αβ), (α = 1, . . . , N) を検定す

るための φ-ダイバージェンス検定統計量は，

Cφ = 2
N∑

α=1

nα

⎧
⎨

⎩π̂g
αφ

⎛

⎝
Yα
nα

π̂α

⎞

⎠ + (1 − π̂g
α)φ

⎛

⎝1 − Yα
nα

1 − π̂α

⎞

⎠

⎫
⎬

⎭ ,

ただし, φ(·)は φ(1) = φ′(1) = 0 および φ′′(1) = 1 を満たす (0,∞)上での実凸関数であり,
また，π̂g

α = πα(β̂
g
), (α = 1, . . . , N) であり，β̂

g
= (β̂g

1 , . . . , β̂g
p)′ は帰無仮説 Hg

0 のもとでの
β の最尤推定量である．ここで, 検定統計量 Cφ は, 連結関数 gに応じて異なる統計量である
ことを注意しておく. n =

∑N
α=1 nα とおくとき, 条件

nα/n → µα, (α = 1, . . . , N) as n → ∞, (2)
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ただし，0 < µα < 1, (α = 1, . . . , N),
∑N

α=1 µα = 1 が成り立つならば, φ-ダイバージェンス
統計量 Cφ は, 帰無仮説 Hg

0 のもとで n → ∞ に伴って漸近的に自由度 N − pのカイ二乗分
布に従う．このことを用いて, 二項データが, (1) で与えられる一般化線型モデルに従うかどう
かの適合度検定をおこなうことができる．

４　 φ-ダイバージェンス統計量の改良
本報告では，Cφ よりもさらに極限カイ二乗分布への収束の速い統計量を構築するために，
帰無仮説 Hg

0 のもとでの分布の漸近展開に基づく近似として，Yarnold [6] の考え方に従い，
Pr{Cφ ≤ x|Hg

0} ≈ Jg,φ
1 (x) + Jg,φ

2 (x) という近似を考える．ここで，Jg,φ
1 (x) は連続分布を仮

定した多変量エッジワース展開の項であり，Jg,φ
2 (x) は不連続性を考慮した離散項である．Cφ

の分布の漸近展開式を求めるために，条件 (2)の代わりに，次の仮定１を考える．

仮定１：nα/n = µα, (α = 1, . . . , N)という条件を満たしながら，nα → ∞, (α = 1, . . . , N) as
n → ∞, ただし，0 < µα < 1, (α = 1, . . . , N),

∑N
α=1 µα = 1.

すると，g−1 が 4回連続微分可能, φが 5回連続微分可能であるとき，仮定１のもとで Jg,φ
1 (x)

は，

Jg,φ
1 (x) = Pr{χ2

N−p ≤ x} +
1
n

3∑

j=0

wg,φ
j Pr{χ2

N−p+2j ≤ x} + O(n−2) (3)

という形式で評価される．ただし,χ2
f は自由度 f のカイ二乗分布に従う確率変数を表す．ま

た，∑3
j=0 wg,φ

j = 0 という関係が成り立つ．離散項 Jg,φ
2 (x) の評価式は非常に複雑であるこ

と,　および Jg,φ
2 (x) = O(n−1/2) であることから，Cφ の分布に対して，(3) 式で与えられる

Jg,φ
1 (x) の近似式のみを用いて，小標本におけるカイ二乗近似の改良を考える．(3)式に, バー
トレット修正および改良変換の構築と漸近展開式との関係の理論 (e.g. Fujikoshi [2]) を適用
する. (3)式において,φ′′′(1) = −1 かつ φ(4)(1) = 2が成り立つ場合には wg,φ

1 = −wg,φ
0 かつ

wg,φ
2 = wg,φ

3 = 0が成り立つ.このことは, バートレット修正が可能なことを意味する. よって,
この場合には, Cφ にバートレット修正を施した変換統計量

CB∗
φ = [1 + 2wg,φ

0 {n(N − p)}−1]Cφ

を構築し,その他の場合には Cφ の対数形の改良変換統計量 CI∗
φ (e.g. Fujikoshi [2])を構築し

た. 我々は, wg,φ
j , (j = 0, 1, 2, 3)として,その中に含まれるパラメータ βに最尤推定値 β̂

gを代
入して得られる推定値 ŵg,φ

j , (j = 0, 1, 2, 3)を用いた変換統計量 C̃B
φ および C̃I

φ を統計量とし
て提案した. 具体的な統計量としてパワーダイバージェンス統計量の族Ra(Cressie and Read
[1])を考え, 変換統計量と元の統計量とのカイ二乗分布への収束の速さおよび検出力を数値的
に比較した．

参考文献
[1] Cressie, N. and Read, T. R. C.: J. R. Statist. Soc. B, 46 (1984), 440–464.
[2] Fujikoshi, Y.: J. Mult. Anal., 72 (2000), 249–263.
[3] Nelder, J. A. and Wedderburn, R. W. M.: J. R. Statist. Soc. A, 135 (1972), 370–384.
[4] Pardo, J. A. and Pardo, M. C.: Methodol. Comput. Appl. Probab., 10 (2008), 357–379.
[5] Taneichi, N., Sekiya, Y. and Toyama, J.: J. Mult. Anal., 102 (2011), 1263–1279.
[6] Yarnold, J. K.: Ann. Math. Statist., 43 (1972), 1566–1580.
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二項回帰モデルの不均衡極限と変形指数型分布族

清 智也 （慶應義塾大・理工）

概要
ロジスティック回帰モデルは，応答変数が不均衡であるという設定の下で，指数

型分布族に収束することが知られている．本稿では，このような現象が，ほかの二
項回帰モデルに対しても普遍的に成り立つことを示す．証明は極値理論に基づいて
いる．ロジット，プロビット，complementary log-logなどのリンク関数については，
収束先は指数型分布族となるが，一般には変形指数型分布族と呼ばれる分布族が現
れる．

キーワード：二項回帰，極値理論，不均衡データ，ポアソン点過程．

1 はじめに：不均衡データとは？
本稿では，p個の説明変数と 1個の二値応答変数からなる，サイズmの i.i.d.データ

D = {(Xi, Yi)}m
i=1, (Xi, Yi) ∈ Rp × {0, 1},

を考える．ただしm, pは自然数である．Yi = 1となる iを正例，Yi = 0となる iを
負例と呼ぶ．そして，Dにもとづく条件付き確率 P (Yi|Xi)の推定を考える．
我々の興味は，データが非常に不均衡（imbalanced）な場合である．これは正例

（あるいは負例）の個数がほとんどゼロという意味であり，事例としては，不正検
出，医療診断，政策解析などがある (Bolton and Hand, 2002; Chawla et al., 2004;

Jin et al., 2005; King and Zeng, 2001)．
本稿ではより限定的に，次のように不均衡性を定義する．

定義 1. m → ∞のもとで∑m
i=1 Yi = OP (1)となるとき，データD（の分布）は不均

衡であるという．

i.i.d.という仮定から，データが不均衡になるためには，(Xi, Yi)の分布がサンプル
サイズmに依存する必要がある1．いわゆるポアソンの少数の法則から，ある λ > 0

1したがって，正確には triangular array {(Xm,i, Ym,i)}を考えていることになる．

1
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に対して

P (Yi = 1) =
λ

m
+ o(m−1), m → ∞, (1)

が成り立つならば，∑m
i=1 Yiは平均 λのポアソン分布に分布収束することが分かる．

さらに，次の補題が成り立つ．

補題 1. 定義 1の意味で不均衡になるための必要十分条件はP (Yi = 1) = O(m−1)と
なることである．

なお，分布がサンプルサイズmに依存するという設定は，それほど不自然ではな
い．例えば，検定論では局所対立仮説を考慮することがある．
以下では，式 (1)を満たすモデルを考察する．そのようなモデルはもちろん無数

に考えられるが，ここでは次の 2つの設定に焦点を絞る．

設定 (A) Xi|Yiの条件付き分布がmに依存しない．（Yiの周辺分布がmに依存する．）

設定 (B) Xiの周辺分布がmに依存しない．（Yi|Xiの条件付き分布がmに依存する．）

設定 (A)は，Yiが原因，Xiが結果であるような現象を想定すると自然な仮定であ
ると言える．一方で，回帰モデルの極限を考えるときには設定 (B)の方が直接的で
ある．実は，不均衡性の仮定から，設定 (A)と (B)は漸近的には同等となる（4 節）．

Owen (2007)は，設定 (A)の下でロジスティック回帰を適用した場合，その最尤
推定量の極限は指数型分布族の最尤推定量に収束することを示した．また，Warton

and Shepherd (2010)は，モデリングの目的が本稿とは異なるものの，本質的には設
定 (B)の下で，ロジスティック回帰の極限がポアソン点過程となることを指摘し，そ
の強度が指数型分布族になることを示している．この結果については 2節で簡単に
紹介する．
本研究では，設定 (B)の下で，ロジスティック回帰以外の二項回帰モデルの極限

もポアソン点過程となること，またその強度は一般に変形指数型分布族になること
を示した (Sei, 2013)．その結果を報告する（3節）．なお，漸近的な結果における正
則条件は省略する．

2 ロジスティック回帰モデルの不均衡極限
ロジスティック回帰モデルは次の式で定義される：

P (Yi = 1 | Xi = x, a, b) =
ea+b′x

1 + ea+b′x
(2)

2
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ここで，(α, β) ∈ R × Rpを固定し，

a = am = − log m + α, b = bm = β

とおくと，

P (Yi = 1 | Xi = x, am, bm) =
1
meα+β′x

1 + 1
meα+β′x

=
1

m
eα+β′x + o(m−1)

となる．1節で述べた設定 (B)の下では，Xiの周辺分布はmによらずF (dx)とおけ
る．よってベイズの定理から，

P (Xi ∈ dx | Yi = 1) =
P (Yi = 1 | Xi = x)F (dx)∫

Rp P (Yi = 1 | Xi = x)F (dx)

=
eα+β′xF (dx)∫

Rp eα+β′xF (dx)
+ o(1)

が成り立つ．これはXi|Yiの条件付き分布が，自然パラメータ βの指数型分布族に
なることを示している．また，Yiの周辺分布は，全確率の定理から

P (Yi = 1) =
1

m

∫
eα+β′xF (dx) + o(m−1)

となり，λ =
∫

eα+β′xF (dx)とおくことにより式 (1)が満たされる．以上の結果を組
み合わせると，ロジスティック回帰モデルは強度 eα+β′xF (dx)のポアソン点過程モデ
ルに収束することが示される (Warton and Shepherd, 2010)．

3 一般の二項回帰モデルの不均衡極限
二項回帰モデルは次の式で定義される：

P (Yi = 1 | Xi = x, a, b) = G(a + b′x), a ∈ R, b ∈ Rp, (3)

ここでG(·)は 1次元の累積分布関数であり，その逆関数G−1(p) = sup{z : G(z) ≤ p}

はリンク関数である．分布関数Gがロジスティック分布G(x) = ex/(1 + ex)の場合，
式 (3)は式 (2)に一致する．その他のGとしては標準正規分布，（負の）ガンベル分
布がよく用いられ，それぞれプロビット，complementary log-log リンク関数に対応
する．以上の 3つの例については，式 (3)の対数尤度関数は凹関数になることが知
られている (Wedderburn, 1976)．

3
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さて，唐突ではあるが，実数 qに対して，q-指数関数を

expq(z) =

{
ez, if q = 1,

[1 + (1 − q)z]1/(1−q)
+ , if q ̸= 1,

と定義する．ただし [z]+ = max(z, 0)，[0]−1
+ = ∞とする．なお，q-指数関数は一般

化パレート分布と同じものである．
極値理論では，次の補題が成り立つことがよく知られている．

補題 2 (de Haan and Ferreira (2006, Theorem 1.1.2 and 1.1.3)). ある数列 cm ∈ R，
dm > 0および非自明な関数 g(z)が存在して

G(cm + dmz) =
1

m
g(z) + o(m−1), m → ∞,

が成り立つならば，g(z)は（必要に応じて cm, dm を取り替えることにより）ある
q ∈ Rに対する q-指数関数に限られる．

よって，関数Gに対する次の仮定は自然である．

仮定 1. ある q > 0，cm ∈ R，dm > 0が存在して

G(cm + dmz) =
1

m
expq(z) + o(m−1), m → ∞,

が成り立つ．

例えばGがロジスティック分布の場合は cm = − log m，dm = 1，q = 1であり，
コーシー分布の場合は cm = −m/π，dm = m/π，q = 2である．

定理 1. (α, β) ∈ R × Rpを固定し，仮定 1の cm, dmを用いて，

am(α) = cm + dmα, bm(β) = dmβ

とおく．また，Xiの周辺分布はmによらず F (dx)であるとする．このとき

lim
m→∞

P (Xi ∈ dx | Yi = 1) =
expq(α + β′x)F (dx)∫

Rp expq(α + β′x)F (dx)
(4)

が成り立つ．この右辺は q-指数型分布族（変形指数型分布族，α-分布族）と呼ばれる.

Proof. 仮定より

P (Yi = 1 | Xi = x, am(α), bm(β)) = G(am(α) + bm(β)′x)

= G(cm + dm(α + β′x))

=
1

m
expq(α + β′Xi) + o(m−1).

4
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が成り立つ．Xiの周辺分布が F (dx)のとき，ベイズの定理から

P (Xi ∈ dx | Yi = 1) =
expq(α + β′x)F (dx)∫

Rp expq(α + β′x)F (dx)
+ o(1)

となる．

ロジスティック回帰のときと同様，二項回帰モデルはポアソン点過程に収束し，そ
の強度関数は λ(dx) = expq(α + β′x)F (dx)となる (Sei, 2013)．

4 二つの設定の漸近同等性
ここでは設定 (A), (B)が漸近的に同等であることを述べる．設定 (A)は，適当な

λ, F0, F1を用いて

P (Yi = 1) =
λ

m
+ o(m−1),

P (Xi ∈ dx | Yi = 0) = F0(dx) + o(1),

P (Xi ∈ dx | Yi = 1) = F1(dx) + o(1)

と表される．ただし o(1)の部分は 0というのが設定 (A)だが，少し仮定を緩めた．
一方，設定 (B)は，適当な h, F を用いて

P (Yi = 1 | Xi = x) =
h(x)

m
+ o(m−1),

P (Xi ∈ dx) = F (dx) + o(1)

と表される．設定 (A)のときと同様，o(1)の部分は少し仮定を緩めた．このように
変更しても 2節と 3節の結果は保持される．
このとき次の定理が成り立つ．

定理 2. λ, F0, F1と h, F は次の関係を持つ：

F (dx) = F0(dx), h(x) = λ
F1(dx)

F0(dx)
,

λ =

∫
h(x)F (dx), F0(dx) = F (dx), F1(dx) =

h(x)F (dx)∫
h(x)F (dx)

.

Proof. 全確率の定理とベイズの定理に基づく．設定 (A)の下では

P (Yi = 1 | Xi = x) =
λ

m

F1(dx)

F0(dx)
+ o(m−1),

P (Xi ∈ dx) = F0(dx) + o(1)

5
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となる．同様に，設定 (B)の下では

P (Yi = 1) =

∫
h(x)F (dx)

m
+ o(m−1),

P (Xi ∈ dx | Yi = 1) =
h(x)F (dx)∫
h(x)F (dx)

+ o(1),

P (Xi ∈ dx | Yi = 0) = F (dx) + o(1)

となる．
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2値判別分析におけるモデルと推定の関係について

江口 真透 （統計数理研究所 数理・推論研究系）

2値判別の問題はさまざまな応用を含むので解析の目的も多様となる．従って統計方法もフィッシャーの線形判
別とロジスティック回帰の標準的な方法から尤度に基づかないアダブースト，ランダムフォレスト，サポートベク
ターマシンなど多種の方法が開発されている．この発表ではそれらの統計方法をベイズリスク一致性の観点から
統一的な考察を行った．
確率変数 (X, Y )を考える．ここでX は Rp上の値を取り，Y は 2値 0, 1を取るとする．2値判別問題の内容に
おいてX は特徴変数または予測変数，Y はクラスラベルと呼ばれ，目的はX に基づく Y の予測となる．同時密
度関数を p(x, y)と書くとき，クラスラベル Y = yの特徴変数X = xの条件付き確率を P (Y = y|x)，特徴変数
X のクラスラベル Y = yの条件付き密度関数を p(x|Y = y)とすると，対数尤度比 Λ(x) = log p(x, 1)/p(x, 0) は

Λ(x) = log
P (Y = 1|x)
P (Y = 0|x)

または Λ(x) = log
p(x|Y = 1)P (Y = 1)
p(x|Y = 0)P (Y = 0)

(1)

と書ける．識別子 f : X !→ Y は判別関数 F (X)と閾値 cから f(X) = H(F (X) − c)と構成される．ここで H(·)

はヘビサイド関数を表す．このように識別子は直接に構成されるのではなく判別関数によって構成される．
特徴量X に基づく Y の予測は (1)の Λの 2つの表現に基づき，前者は予測的アプローチ，後者は診断的アプ
ローチを導く．予測的アプローチはロジスティック回帰モデルのように回帰関数 P (Y = y|x)を直接モデル化に
よって回帰関数の推定問題として扱い，アダブーストやサポートベクターマシンなどはこれに含まれる [1 − 5]．
一方で診断的アプローチはフィッシャー線形判別のようにクラスラベル条件付き密度関数 p(x|Y = y)を推定する
問題として扱い，2標本検定と密接な関係がある．この文脈では帰無仮説はクラスラベル条件付き分布の同等性
H : p(x|Y = 1) = p(x|Y = 0)となる．2標本 t-検定，ウィルコクソン順位和検定が関係してくる [4]．特にフィッ
シャー線形判別は本質的には，t-統計量の最大化によって得られることを考察した．
密度関数 p(x, y)からランダムサンプル (X i, Yi)n

i=1 が得られたとせよ．このとき，ロジスティックモデル

P (Y = y|x, β) =
ey(βT

1 x+β0)

1 + eβT
1 x+β0

(2)

が仮定されたとしよう．条件付き対数尤度関数

ℓ(β) =
n∑

i=1

log
eYi(β

T
1 Xi+β0)

1 + eβT
1 Xi+β0

(3)

に基づく解析が広く使われている．一方で尤度に基づかない方法も近年，活発な進展がみられる．その典型とし
て指数ロス関数

Lexp(F ) =
1
n

n∑

i=1

exp{(1 − 2Yi)F (X i)} (4)

を考えよう．このロス関数はアダブースト・アルゴリズムを導入するために考えられたものである [2, 3]．識別子
の集合 C を予め用意して t-ステップでの判別関数 Ft から次のステップの判別関数を Ft+1(x) = Ft(x) + αtft(x)

と更新する．ここで指数ロス関数を使って

(αt, ft) = argmin
(α,f)∈R×C

Lexp(Ft + αf) (5)
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と定める．上の (5)の最小化は初等的な解があることが示され，このステップワイズな反復より最終形は F̂ (x) =
∑T

t=1 αtft(x) が得られる．識別子の集合 C が判別問題に対してうまく選択されたならば強力な判別解析が得られ
ることが知られている．期待指数ロス関数は次のように表される．

E{Lexp(F )} =
∫

[ exp{−F (x)}p(Y = 1|x) + exp{F (x)}p(Y = 0|x)]p(x)dx

命題 1. すべての判別関数の空間を F と表す．このとき，F ∗(X) = 1
2Λ(X)とすると次が成立する．

E{Lexp(F ∗)} = min
F∈F

E{Lexp(F )}. (6)

注意 1. 線形判別関数 F ∗(x) = 1
2 (βT

1 x + β0)を考えると (1)の 1番目の尤度比 Λの表現から

P (Y = y|x) =
ey(βT

1 x+β0)
1 + eβT

1 x+β0
(7)

となりロジスティック回帰モデルに帰着される [1]．
90年代より機械学習の分野で活発に考察されたアダブーストとサポートベクターマシンは必ずしも尤度に基づ
かない方法により拡大されている，一方で統計学においては 90年代より回帰分析の内容で混合効果モデルの研究
が盛んに進められてきた．ラプラス近似法やMCMC法によるプログラムによる普及から医学統計，生物統計，生
態学において混合効果モデルの解析が標準的なものとして広く浸透してきている．不思議なことに，この機械学習
の流れと統計学の流れは互いに接点を持たない．その理由の一つとして考えられることは周辺尤度の考えを他のロ
ス関数に拡大することの困難さが挙げられる．これについて以下のよう予測アプローチ上で考察しよう．判別関数
F に対してあるロス関数L(F )がベイズリスク一致性を満たすとし，線形判別モデル Fβ,b(x, z) = βT x+ bT z +α

を仮定すると連想モデルは

P (Y = y|x, z) =
ey(βT x+bT z+α)

1 + eβT x+bT z+α
(8)

で与えられる．ここで βT xを固定効果，bT zをランダム効果とする．この設定の下でロス関数 Lに基づく方法は
未だ解決に至ってないと思われる．今後，統計学と機械学習の分野で密接な議論を通して判別分析，パタン認識
の新たな方向が模索されることが期待される.

参考文献
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[3] J. Friedman, T. Hastie, and R. Tibshirani. Additive logistic regression: A statistical view of boosting. Ann.

Statist. 28, 337–407, 2000.

[4] O. Komori. A boosting method for maximization of the area under the ROC curve. Ann. Inst. Statist.

Math., 63, 961–979, 2011

[5] V. N. Vapnik. Statistical Learning Theory. Wiley, New York, 1998.

23



Nonparametric independence screening and structural identification for 
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Ultra-high dimensional longitudinal data are increasingly common and the analysis is 

challenging both theoretically and methodologically. The purpose of this paper is to 
offer an automatic procedure in hunting for a sparse semivarying coefficient model, 
which has been widely accepted in applications.  
 
Our idea is to first reduce the number of covariates to a reasonable order by employing 

a screening method, and then identify both the varying and constant coefficients using a 
group SCAD estimator. Based on the results, we then refine the group SCAD estimator 
by accounting for the within-subject covariance function, which is estimated 
nonparametrically. The screening procedure is based on working independence and 
B-spline marginal varying coefficient models. Under weaker conditions than existing 
ones, we show that with high probability only irrelevant variables will be screened out 
and the number of remaining variables can be bounded by a moderate order.  
 
Our group SCAD regularized B-spline estimator detects the constant and varying 

effects simultaneously and possesses the consistency, sparsity and oracle properties. 
The refined semivarying coefficient model is semiparametric efficient as it employs local 
linear smoothing, nonparametric estimation of the covariance structure based on 
residuals obtained by assuming working independence and profile least squares 
estimation.  
 
We  also suggest ways to implement the methods and to select the tuning parameters 
and the smoothing parameters. In summary, the methodology and theory are new and 
powerful, and the methods are fully automatic and readily applicable in practice. An 
extensive simulation study is summarized to demonstrate its finite sample performance 
and the yeast cell cycle data is analyzed. 
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Information Criteria Based on Quasi-likelihood with Application
to Over-dispersed Data

Yiping Tang, and Jinfang Wang
Graduate School of Science, Chiba University

1 Semiparametric Kullback-Leibler information

We shall consider regression analysis in the framework of generalized linear models. We will
replace the full distributional assumptions by the assumptions on mean µi(β) and variance
φV (µi(β)).Thus, the we have an infinite dimensional models space, containing all distribution
functions satisfying these two moment restrictions. Extending the idea of AIC, we thus
consider the following problem by projecting the true distribution function to the semi-
parametric model using the Kullback-Leibler information as a quasi-distance function:

v(β,φ) = inf
g∈G

∫
log

(
h(y)

g(y)

)
h(y) dy (1.1)

subject to

∫
m(y,β,φ)g(y) dy = 0 and

∫
g(y) dy = 1.

Using the results in convex analysis (e.g., Kitamura, 2006), the solution to infinite dimen-
sional optimization problem v(β,φ) can be equivalently written as the solution to the finite
dimensional optimization problem v∗(β,φ) as follows:

v∗(β,φ) = sup
λ∈R,r∈R2

[
1 + λ+

∫
log (−λ− r′m (y,β,φ))h(y) dy

]
, (1.2)

which leads us to consider the following semiparametric Kullback-Leibler information

SKL(θ) = sup
r∈R2

∫
ρ(y, θ, r)h(y) dy,= sup

r∈R2

∫
log (1 + r′m(y,β,φ))h(y) dy . (1.3)

2 The semiparametric information criterion

The minimizer of SKL(θ) is a solution to the following saddle point problem:

θ∗ = argmin
θ∈Θ

sup
r∈L(θ)

EH [ρ(y, θ, r)] , (2.4)

where Θ denotes the parameter space for θ, L(θ) = {r : r′m(y,θ) ∈ I}, and I is an open
interval containing zero. To find θ∗, the expectation of ρ(y, θ, r) is first maximized for given
θ, so that θ∗ satisfies EH [ρ1 (y,θ, r)m(y, θ)] = 0, where ρ1 (y, θ, r) is the first derivative
of ρ(.) with respect to r′m(y, θ). Nest, since θ∗ is the minimizer of EH [ρ(y,θ, r)], so that
EH [ρ1 (y,θ, r)M(y, θ)′r(θ)] = 0, is satisfies, where M(y, θ) = ∂m(y, θ)/∂θ′.

The solutions to the above saddle point problem is not computable because it involves
the expectation with respect to the true known density function. One way to avoid this
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is to replace the true distribution function by an empirical distribution function. This

solution can be shown to be asymptotically equivalent to θ̂ = (β̂
′
, φ̂)′ with β̂ being the quasi-

likelihood estimator and φ̂ the estimator from the usual Pearson residual. Since the θ̂ is also
a consistent estimator, it is reasonable to use (θ̂, r̂(θ̂)) instead. The statistical problem now
is to construct an estimator for the expected semiparametric information defined as follows:

EH [SKL(θ̂)] = EH

[∫
ρ(y, θ̂, r̃(θ̂))h(y) dy

]
. (2.5)

Now we are able to state our main results.
The proposed criterion SIC has the following properties.

Theorem 2.1 Suppose that the model is correctly specified. Let k be the dimension of θ.
Then the following quantity

SIC =
n∑

i=1

ρ
(
yi, θ̂, r̂(θ̂)

)
+ k. (2.6)

is an asymptotically unbiased estimator of the expected semiparametric information.

When models are possibly misspecified, we can extend the above results as follows.

Theorem 2.2 Let

Ŝ =
1

n

n∑

i=1

[
Υi

(
θ̂, r̂(θ̂)

)
Υi

(
θ̂, r̂(θ̂)

)′
]
, Q̂ =

1

n

n∑

i=1

⎡

⎣
∂Υi

(
θ̂, r̂(θ̂)

)

∂(θ′, r′)′

⎤

⎦ .

Then the following quantity,

SICT =
n∑

i=1

ρ
(
yi, θ̂, r̂(θ̂)

)
− trace(ŜQ̂−1), (2.7)

under regularity conditions, is an asymptotically unbiased estimator of the expected semi-
parametric information.

SICT may be understood as a semiparametric extension of the Takeuchi information
criterion (Takeuchi, 1976) for parametric likelihood analysis.
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カーネル法に基づく順位検定の連続化について
前園 宜彦 九州大学数理学研究院

1 序
X1, · · · , Xn を F (x−θ)からの無作為標本とする．ただし F は F (−x) = 1−F (x)の対称

な分布で密度関数を持つとする．このとき帰無仮説 H0 : θ = 0 vs. 対立仮説 H1 : θ > 0の一
標本検定問題を考える．ノンパラメトリックな検定としては，符号検定 S = #{Xi ≥ 0; i =

1, 2, · · · , n} やウィルコクソンの符号付き順位検定 W = #{Xi + Xj ≥ 0; 1 ≤ i ≤ j ≤ n}
が良く利用されている．検定は実現値 s, w に対して有意確率 P0(S ≥ s), P0(W ≥ w) を
求めて，その値が小さい時に帰無仮説 H0 を棄却することになる．しかしいくつかの文献
（Lehmann (1975), Brown et al.(2001)等）で指摘されているように S, W は離散型の分布
を持つために，標本数が小さい時は多くの場合 W を利用する方が S よりも有意確率は小
さくなる．正規近似の半数補正を使って有意確率を求めると，この問題は少し改善される．
分布の離散性を克服するために，Brown et al. (2001) は平滑化メディアンを提案し，そ

の中で平滑化符号検定も議論している．また母集団分布が正規分布のときは，Pitmanの漸
近相対効率の意味で符号検定より優れていることを示している．平滑化の影響で，検定統
計量は distribution-freeではなくなるために，近似分布及びEdgeworth展開を求めている．
他方前園&魯 (2013)は，分布関数のカーネル型推定量を用いて，連続化符号検定を提案

し，有意確率の近似を議論している．本報告ではウィルコクソンの符号付き順位検定のカー
ネル関数を使った連続化を提案し，その有意確率の近似について講演する．

2 ウィルコクソンの符号付き順位検定の連続化
本講演ではカーネル型統計量に基づいて，ウィルコクソンの符号付き順位と Pitmanの

効率の意味で同等な検定を議論する．前園&魯 (2013)は符号検定の連続化として

S̃ =
1

n

n∑

i=1

K
(
−Xi

hn

)
− 1

2

を提案している．ただし k(u) は 4次のカーネルとするとき

K(t) =
∫ t

−∞
k(u)du

である．また hn はバンド幅で，hn → 0, nhn → ∞ である．帰無仮説 H0 が正しい時 S̃

は 0 に近い値をとる確率が大で，対立仮説が正しい時は負の値をとる確率が大になる．し
たがって検定は，実現値 s̃ に対して有意確率

P0(S̃ ≤ s̃)

の大きさを検討することになる．
ウィルコクソンの符号付き順位の連続化として

W̃ =
∑

1≤i≤j≤n

K
(
−Xi + Xj

hn

)
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を考える．対立仮説が正しい時には小さい値をとる確率が大きくなるので，実現値 w̃ に対
して

P0(W̃ ≤ w̃)

が小さい時に H0 を棄却することになる．

3 検定統計量の性質
検定統計量 W̃ は連続化したために distribution-freeではなくなるが，帰無仮説 H0 の下

での漸近分散は母集団分布 F に依存しない．またPitmanの漸近相対効率はウィルコクソ
ンの符号付き順位検定 W と同じである．

定理 カーネル関数 k(u) は 4次のカーネル，すなわち
∫ ∞

−∞
k(u)du = 1 ,

∫ ∞

−∞
k(u)ujdu = 0, (j = 2, 3),

∫ ∞

−∞
k(u)u4du ̸= 0

を満たすとする．また hn = cn−1/4 (c > 0) とするとき次が成立する．
(1)

V0(W̃ ) =
n3

12
+ O(n2), Eθ(W̃ ) =

n2

2

∫ ∞

−∞
F (x + 2θ)f(x)dx + O(n)

(2)
W̃ − Eθ[W̃ ]

√
Vθ(W̃ )

L−→ N(0, 1), (n → ∞)

また帰無仮説 H0 の下でも，標準化した統計量の漸近分布は標準正規分布 N(0, 1) である．
(3) ウィルコクソンの符号付き順位検定 W と連続化検定 W̃ は同じ Pitmanの漸近相対効
率を持つ．

W̃ の分散の主要項は F に依存しないので，直接正規近似を利用して有意確率の評価が可
能である．W̃ は連続化しているので，distribution-freeではないが，漸近分布及びEdgeworth

展開の利用ができて，カーネル関数 k(·) をうまくとることにより正規近似を精密化も可能
である．
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