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1 はじめに

統計的解析において主要な役割を担っているのは明らかに正規分布である．しかしながら，経済データ

などの多くの実データは，正規分布では表せないような非対称で裾の重いような分布に従うことが経験的

に知られている．そのような特徴を表すことのできる分布の一つとして，安定分布があげられる．安定

分布は一部を除き密度関数が陽に書けない，平均や分散を持たない場合がある，などの難点があり，パラ

メータの推定が困難である．それでも 1次元の場合は多数の研究結果があるが，多次元の場合はまだまだ
少ない．本報告では，多次元安定分布のパラメータ推定を，一般経験尤度法を用いて行うことを考える．

2 多次元安定分布

確率ベクトルX = (X1, . . . , Xd)⊤ が d次元安定分布に従うとは，その特性関数が

ϕ(ν) = E
[
exp{i⟨X,ν⟩}

]
= exp

{
−

∫
Sd

ψ(⟨s,ν⟩)Γ(ds) + i⟨ν,µ⟩
}

のように表現できることである．ここに Sd = {s : ∥ s ∥= 1}は Rdにおける単位球面，記号 ⟨·, ·⟩は内積，
Γは Sd 上の有限スペクトル測度，µ = (µ1, . . . , µd)⊤ ∈ Rd は位置ベクトルを表す．また関数 ψ(·)は

ψ(u) =


|u|α

(
1 − i sign(u) tan

πα

2

)
(α ̸= 1)

|u|
(

1 + i
2
π

sign(u) ln |u|
)

(α = 1),

で定義され，α ∈ (0, 2]は裾の重さを表すパラメータである．以後，この d次元安定分布を Sd(α,Γ,µ)で
表す．本報告ではスペクトル測度を以下のような離散型スペクトル測度

Γ∗ =
L∑

ℓ=1

γℓδsℓ
, sℓ ∈ Sd

で近似し，パラメータ θ = (α, γ1, . . . , γL, µ1, . . . , µd)⊤ ∈ (0, 2]×RL
+×Rdを同時に推定することを考える．

推定は，データから得られる経験特性関数と，理論的な特性関数をマッチングさせることによって行う．

{Xj}n
j=1 を Sd(α,Γ∗,µ)から得られる独立な観測系列とし，推定関数を

h(ν,Xj ,θ) = exp{i⟨ν,Xj⟩} − ϕθ(ν)

で定義する．真のパラメータを θ0で表した場合明らかにE[h(ν,Xj ,θ0)] = 0が任意の周波数 ν で成り立

つ．適当な周波数 ν1, . . . ,νK ∈ Rdを選び，さらに実部と虚部を分けて，推定関数を以下のように定義し

なおす．

g(Xj ,θ) = (Re[h(ν1,Xj ,θ)], . . . ,Re[h(νK ,Xj ,θ)], Im[h(ν1,Xj ,θ)], . . . ,Im[h(νK ,Xj ,θ)])⊤.



再び，E[g(Xj ,θ0)] = 0が成り立つ. この推定関数を用い，次節に述べる一般経験尤度法によってパラ
メータ推定を考える．

3 一般経験尤度法

経験尤度法はOwen (1988)によって提唱された，非母数的な推測方法の一つである．θにおける経験尤

度比は

R(θ) = max
(p1,...,pn)


n∏

j=1

npj

∣∣∣∣ n∑
j=1

pjg(Xj ,θ) = 0,
n∑

j=1

pj = 1, pj ≥ 0

 , (1)

で定義される．(1)における最大化はラグランジュの方法によってなされ，対数経験尤度比は

l(θ) = − logR(θ) = sup
λ

n∑
j=1

log(1 + λ⊤g(Xj ,θ))

のように表される．ここに λ = λ(θ) ∈ R2K はラグランジュ乗数である．最大経験尤度推定量 θ̂EL は

θ̂EL = arg min
θ

sup
λ

n∑
j=1

log(1 + λ⊤g(Xj ,θ)). (2)

で定義される．Smith (1997, 2001)はこの推定量の一般化を考察した．ρ(v)を，0を含む開区間 V ⊂ R上
で定義された凹関数とし，一般経験尤度推定量

θ̂GEL = arg min
θ

sup
λ∈Λ̂n(θ)

n∑
j=1

ρ(λ⊤g(Xj ,θ)) (3)

を与えた．ここに Λ̂n(θ) = {λ : λ⊤g(Xj ,θ) ∈ V, j = 1, . . . , n} である．(2) は ρ(v) = log(1 + v)，
V = (−1,∞)とおいたときの特別な場合である．Ω = E[g(Xj ,θ)g(Xj ,θ)⊤]，G = E[∂g(Xj ,θ)/∂θ]と
おき，以下の仮定 (A1)–(A5)をおいた後，(3)の一致性並びに漸近正規性に関する定理を述べる．

(A1) θ0 ∈ int(Θ). ここに Θ = [ϵ, 1 − ϵ] ∪ [1 + ϵ, 2 − ϵ] × [ϵ,M ]L × [−M,M ]d であり，ϵ > 0は十分小さ
くM > 0は十分大きい数である.

(A2) θ0 ∈ Θは E[g(Xj ,θ)] = 0の唯一の解である.

(A3) Ωは正則である.

(A4) ρ(v)は 0の近傍で連続 2回微分可能である.

(A5) rank(G) = 1 + L+ d.

定理

(A1)–(A5)の下，θ̂GEL
p→ θ0 であり，

√
n(θ̂GEL − θ0)

d→ N
(
0, (G⊤Ω−1G)−1

)
である．


