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内部格付手法における回収率・期待損失の統計型モデル

三浦 翔 ∗ 山下 智志 † 江口 真透 ‡

概 要

2007年 3月から邦銀に対してバーゼル II (新 BIS規制)の適用が始まった。基礎的内部格付手法 (FIRB,
Foundation Internal Ratings-Based approach)から先進的内部格付手法 (AIRB, Advanced Internal Ratings-
Based approach)への移行に際して推計値が必要とされる債権回収率 (RR, Recovery Rate)、またはデフォ
ルト時損失率 (LGD, Loss Given Default)の推計精度の向上が求められている。しかし、債権回収のデータ
ベースの構築が充実していないことや、債権回収途中のデータの取り扱いなどに対する一般的な手法が確立さ
れておらず、いまだに回収率推計モデルの研究は進んでいない。
本研究においては、内部格付の低下（要注意以上から要管理以下への格付変更）によりデフォルトを定義

した場合の、不動産などの担保や保証協会による保証などを勘案した回収率推計モデルの構築を行った。モデ
ルのパラメータ推計には銀行の格付および回収実績データを用いている。また、実際の回収が長期間にわたる
ことや、正常格付への復帰の影響を考慮することによって、より実際の回収を反映したモデリングを提案する。
その結果、担保カバー率、保証カバー率が回収率の有力な要因であることがわかり、それらの関数として

EL(Expected Loss)が推計可能であることを示すことによって、実データによる内部格付手法に応じた信用
リスクの計量化を実現した。

キーワード : リスク管理、クレジットリスク、債権回収率

1 はじめに：バーゼル IIにおける信用リスク

2007年 3月末より、日本国内において、自己資本比率の測定と基準に関する国際的統一化であるバーゼル II

(新 BIS規制)の適用が始まった。これに伴い、各行はリスク計測手法を規制の枠組みの中で選択が可能となっ

た。バーゼル IIにおける信用リスクの計測手法に関しては、Basel Committee on Banking Supervision (2004)

に詳しい。信用リスクは、デフォルト確率 (PD, Probability of Default)、デフォルト時損失率 (LGD*1, Loss

Given Default)、デフォルト時エクスポージャー (EAD, Exposure At Default)の 3つのパラメータによって定

義されており、各銀行は当局によって定められた固定の値を用いる手法 (標準的手法)とそれぞれのパラメータ

を推計する手法 (内部格付手法)のいずれかを選択することが可能となった。内部格付手法は、各行でリスク・

ウエイトを推計し、各パラメータの値を求める。内部格付手法においてはさらに 2つの選択肢があり、基礎的

内部格付手法 (FIRB, Foundation Internal Ratings-Based approach)においては、PDのみの推計を要求され

るのに対し*2、先進的内部格付手法 (AIRB, Advanced Internal Ratings-Based approach)においては、PDの

推計にとどまらず、LGDと EADの推計が要求される。本稿においては、AIRBへの移行を目指して、LGD(回

収率)推計を目的とした手法を提案する。

以下、本稿においては、実際の債権の回収データを用いて回収率の推計モデルの構築を行う。第 2節は格付

推移行列と格付推移行列によるデフォルトの定義、及び吸収項について、第 3節は回収率の定義と回収率の推

計に用いる統計モデル、第 4節は格付推移行列と回収率を用いた ELの計算方法について、第 5節は使用した

データの概略、第 6節は実データを用いた回収率の推計モデルの実証結果、第 7節は結論、及びディスカッショ

ンを記す。

∗総合研究大学院大学・博士課程、日本学術振興会・特別研究員 DC2 (E-mail:kmiura@ism.ac.jp)
†統計数理研究所 (E-mail:yamasita@ism.ac.jp)
‡統計数理研究所 (E-mail:eguchi@ism.ac.jp)

*1一般的に、LGD と回収率 (RR, Recovery Rate) は、RR=1−LGD の関係にある。
*2リテール債権に関しては、PD だけでなく LGD、EAD の推計も必要となる。
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2 格付推移行列とデフォルトの定義

本研究においては、デフォルトを内部格付の格付推移によって定義する。具体的には、要管理以下の格付を

付与された債務者をデフォルトとみなす。以下では、格付推移行列について説明し、次に吸収項の存在する格

付推移行列を述べる。

2.1 格付推移行列

格付推移行列は、債務者の t期における格付から t+1期への格付の推移を行列で表現したものである*3。い

ま、格付が {1, 2, · · · ,K}のK 区分あるものとし、t期から t+ 1期において格付が kから lへ推移する確率を

pt,t+1(k, l)としたとき、格付推移行列 Pt,t+1 を以下のように定義する。

Pt,t+1 =


pt,t+1(1, 1) pt,t+1(1, 2) . . . pt,t+1(1,K)

...
...

. . .
...

pt,t+1(K, 1) pt,t+1(K, 2) . . . pt,t+1(K,K)

 (1)

このとき、t期において格付 k ∈ {1, 2, · · · ,K}の債務者は、翌 t+ 1期には格付 {1, 2, · · · ,K}のいずれかの格
付に推移するから、各行の和は 1となる。すなわち、

K∑
l=1

pt,t+1(k, l) = 1 (∀i ∈ {1, 2, · · · ,K})

が成立する。また、観測期間の終了時刻を t = Tとすると、観測初期から観測終了に至る格付の推移行列 P1,T

は*4、

P1,T = P1,2P2,3 · · ·PT−1,T

=

T−1∏
t=1

Pt,t+1

となり、推移確率が斉時的である*5と仮定すると、任意の期間において定常的な P = Pt,t+1 を満たす Pが存

在し、

P1,T =
T−1∏
t=1

Pt,t+1 = PT−1 (2)

が成立する。以下、本稿においては、断りが無い場合を除き、推移確率は斉時的であるものとする*6。

日本銀行金融機構局 (2005)によると、「バーゼル IIにおけるデフォルトの定義は、(i)リストラクチャリン

グ等による債務不履行の見込み、(ii)90 日以上延滞といったことが挙げられているが、これはわが国における

「要管理先」以下の定義に近いものと考えられる。」としている。従って、本稿においても要管理以下をデフォ

ルトと定義する。

第 1節でみたような通常の PD推計のモデルは、一度デフォルトした後に正常復帰する債務者の確率は考慮

できない。しかし、実際には、第 5節以降の実データを用いた格付推移行列から明らかなように、要管理以下

をデフォルトと定義した場合、債務者が正常復帰*7する件数は一定数存在している。債権価値を考えた際に、

これらの正常復帰した債務者の存在を考慮することなく推計すると、バイアスを生じさせることになる。本稿

*3本稿において、格付は、案件ごとではなく債務者ごとに付与されているものとして扱う。
*4ここでは、マルコフ性を仮定している。格付推移行列におけるマルコフ性に関しての詳細は、例えば、楠岡・青沼・中川 (2001)等を
参照のこと。

*5任意の期間において格付は等確率で推移すること、すなわち、 pt,t+1(k, l) = p(k, l), ∀t ∈ {1, 2, · · · ,T − 1} を満たす p(i, j) が存
在する

*6青沼・市川 (2008) においては、格付推移行列の推計手法を論じている。
*7ここでは要管理以下からそれより上位の区分に格付が推移すること。
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においては、格付推移行列を用いることによって正常復帰する確率を求められるだけでなく、正常復帰を考慮

した回収率推計を行うことができることを示す。

また、本稿においては、デフォルト基準とは別に「デフォルト後終了」という吸収項の格付区分を設ける。

これにより、バーゼル IIに準拠したデフォルト基準を考慮できるだけでなく、正常復帰確率を用いた ELの推

計が可能となる*8。

2.2 格付推移行列における吸収項

取引が終了した債務者は、吸収項によって表現する。本稿では、吸収を表現する格付区分 (一度その格付が付

与された後は他の格付に推移しない格付区分)を以下のように設ける*9。吸収項が存在するときの格付推移行

列については、青沼・市川 (2008)と同様に格付の上方と下方に吸収項が存在する (上側吸収項は「通常終了」、

下側吸収項は「デフォルト後終了」を表す格付区分とする)と仮定して説明を行う。ここで、「通常終了」とは

デフォルトしていない状況から与信残高が 0になるなどの理由から格付付与が終了した債務者と定義し、「デ

フォルト後終了」とは要管理以下のデフォルト格付区分から正常復帰することなく格付付与が終了した債務者

と定義する。いま、格付の区分が {1, 2, · · · ,K}のK区分存在するとし、格付区分 1は「通常終了」、Kは「デ

フォルト後終了」で、かつそれぞれが吸収項であるとする。このとき、(1)の格付推移行列 Pは、

P =



　 1 0 . . . 0 0

　 p(2, 1) p(2, 2) p(2, 3) . . . p(2,K)
...

...
...

. . .
...

p(K − 1, 1) p(K − 1, 2) p(K − 1, 3) . . . p(K − 1,K)

0 0 . . . 0 1


(3)

となる。この格付推移行列 Pにおいても、(1)の格付推移行列と同様に各行の和は 1となる。

この格付推移行列 Pにおける第 1行、第K 行は、

p(1, l) =

{
1 · · · · · · · · · l = 1

0 · · · · · · · · · otherwise

p(K, l) =

{
1 · · · · · · · · · l = K

0 · · · · · · · · · otherwise

であり、これは、格付 1と格付K の債務者は他の格付に推移しないことを意味している。

以下の第 5節、第 6節において実データを用いるが、簡単のため、格付を正常が 2区分、要注意を 1区分、

要管理を 1区分、破たん懸念以下を 1区分として、計 5区分として格付を取り扱う*10。また、この 5つの格付

とは別に、吸収項として、上側吸収項としての「通常終了」区分、下側吸収項として「デフォルト後終了」区

分の 2つの吸収項を考え、計 7つの格付区分による格付推移を考える*11。

以下に、デフォルト債務者のその後の格付推移と回収の状態を示すイメージ図を記す (図 1)。

3 回収率の推計

本節では、本稿における回収率を定義し、回収率推計に用いるモデルの説明を行う。

*8詳細は、第 4 節「EL の計算方法」を参照のこと。
*9格付推移行列における吸収項の詳細は、上述した、楠岡・青沼・中川 (2001) や青沼・市川 (2008) 等を参照のこと。

*10バーゼル IIでは、債務者に対する内部格付モデルの格付は、非デフォルト区分を 7区分以上、デフォルト区分を 1区分以上、それぞ
れ設定して格付区分を設けるように要求されている (日本銀行金融機構局, 2005)。
*11詳細は第 5.2 節を参照のこと。
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( )

( )

図 1: デフォルトした債務者の格付推移と回収のイメージ図

3.1 回収率の定義

回収率の定義は債務者ベースと案件ベースで考えるものに大別されるが、本稿における回収率は債務者ごと

の回収率とする*12。また、第 2節で述べたように、本稿におけるデフォルトの定義は要管理以下の格付に落ち

るイベントとする。そこで、回収率の分母にあたる EAD(Exposure At Default)は、デフォルト時点 (要管理

以下に格付が落ちたとき)の債務者の与信残高とみなす。このとき、デフォルトを要管理以下への格付降下と

定義するが、実際の与信業務においては、デフォルト後にも融資を行っており、回収キャッシュフローだけを

集計しても、ロールオーバーによる回収とそれ以外の回収を区別できず、追加融資による与信残高の増加を捉

えられない。本稿では債務者の与信残高の差額から回収キャッシュフローを定義した。

3.2 回収率推計モデル

以下では、回収率推計に用いるモデルを説明する。ここで推計する回収率は、第 2節で述べた「デフォルト

後終了」区分に格付が付与された債務者の回収率を想定している。

一般に、デフォルト後の債務者においては、デフォルト後の回収率は増加して (与信残高は減少して)いき、

ある値に収束すると考えられる。従って、以下のように回収率RRは指数的に一定値に収束すると仮定する*13。

RRi(t) =
1

1 + exp(−β
′
X i)

{1− exp(−αt)}+ ϵi,t (4)

ここに、Xi(∈ Rd)は債務者 iの担保や保証、財務指標などの d次元の説明変数ベクトル、αは回収率の期間

構造の収束パラメータ、β(∈ Rd)は d次元の説明変数の係数パラメータベクトルである。この関数は、デフォ
*12バーゼル II における先進的内部格付手法 (AIRB) においては、案件ごとの回収率を推計すべきであるとの要請がある。しかし、複
数の案件を有する債務者のデフォルト後返済行動においては、返済の総額が重要視され、特定の案件に対する返済を個別に注視すること
はまれである。そのため、案件別付帯要因が返済額に与える影響は大きくなく、案件別回収率の推計が困難な状況にある。また、同一債
務者の各案件の回収率には何らかの相関があるものと考えられるが、その推計手法は確立されていない。従って、本稿においては債務者
ベースの回収率を推計した。
*13本稿では、時間を表す T と区別するために、行列の転置を表す記号を ′ で表現する。
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ルトした債務者のデフォルト時 (t = 0)における回収率を 0とし、tが大きくなるにつれて回収率 RRi(t)が増

加し、tが十分大きい時に債務者 iの担保や保証によって決まる一定値に収束することを表わしている。

次節以降でみるように、回収率の推移はデフォルト後には基本的に増加し、デフォルト後の時間経過とと

もにある一定値 (最終的な回収率の値)に収束すると考えられる。(4)で表されるモデルは、時間の経過の項

(1− exp(−αt))と、担保カバー率、保証カバー率など回収率の説明変数の関数である、回収率の最終的な収束

値 (1/(1 + exp(−β
′
X)))の項によるものである。

また、パラメータの推計方法は、最小二乗法を用いる*14。すなわち、回収率推計に用いる債務者数がN、観

測期間を Tとすると、求めるパラメータの推計値 (α̂, β̂)は、

(α̂, β̂) = argmin

N∑
i=1

T∑
t=1

ϵ2i,t

により推計する。回収率は基本的には [0,1]の値をとり、その値に存在するときには (4)式は一般化線形モデル

の枠組みで捉えられ、尤度関数を定義し最尤推定量を求めることができる*15。しかし、本稿における回収率

は、負の値や 1より大きい値を有し、それらの値を用いた尤度関数は容易に定義できないため、本稿では単純

な最小二乗法を用いた。

以下に、時刻 t = τ においてデフォルトした債務者のパラメータの推計値 (α̂, β̂)が得られたときの (4)のモ

デルの表す回収率の推移曲線のイメージ図を記す (図 2)。

)ˆexp(1

1
'
Xβ−+

)ˆexp(1 tα−−

0
t ( )

R
R

(
)

t=τ ( )

図 2: 回収率推計モデルのイメージ図

4 ELの計算方法

ここまで、PDの推計方法や回収率の推計方法に関して個別に説明してきた。しかし、先進的内部格付手法

(AIRB)に用いる信用リスクの推計には、各債務者の PDと LGDの積として定義される ELの推計値が必要で

あるため*16、PDと回収率が同時に推計される手法は非常に有効である。そこで、本稿では、上述してきた格

*14用いたデータには外れ値が多く存在することがある。その際に最小二乗法や最尤推定法よりもロバストな推計方法を考える必要があ
るが、本稿においては簡便性を優先し、上述の方法を用いた。
*15回収率に対して一般化線形モデルの枠組みで説明したものとして、例えば森平 (2009) などを参照のこと。
*16先述の通り、本稿における EL は EAD の推計値を含まず PD と LGD の積で定義されるものとする。
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付推移行列と回収率推計モデルから、PDと LGDの推計値が同時に求められることを示す*17。まず、格付推

移行列において、「通常終了」と「デフォルト後終了」の 2つの吸収項が存在すると仮定する。そのほか、正

常、要注意先など、吸収項を含めて計K 区分の格付が存在するものとする。なお、この格付方法は、青沼・市

川 (2008)に準拠している。

この仮定のもと、格付 k (∈ {1, 2, · · · ,K})で (4)式における説明変数X をもつ債務者の債権価値を Vk(X)

と表す。このとき、格付 1(通常終了)の債務者の債権価値は 1だから V1 = 1となり、格付K(デフォルト後終

了)の格付の債権価値は前節で述べた方法によりモデルから推計する。具体的には、(4)式において、t → +∞
として最終的な回収率の値を求める。債務者 j が格付 Kであるとき、以下の式によって得られる。

VK(Xj) = RRj (t → +∞)

=
1

1 + exp(−β̂
′

Xj)
(5)

また、その他の格付 k ∈ {2, 3, · · · ,K − 1} の債権価値は、当該債務者が翌期に推移する格付の債権価値の現
在価値といえる*18から、以下の連立方程式から求められる。



V1(X)

V2(X)
...

VK−1(X)

VK(X)


=



　 1 0 . . . 0 0

　 p(2, 1) p(2, 2) p(2, 3) . . . p(2,K)
...

...
...

. . .
...

p(K − 1, 1) p(K − 1, 2) p(K − 1, 3) . . . p(K − 1,K)

0 0 . . . 0 1





V1(X)

V2(X)
...

VK−1(X)

VK(X)


(6)

従って、(6)式から、V1(X) = 1とデフォルト後終了区分の回収率 VK(X)が得られれば、すべての格付にお

いて、説明変数X を有する債務者の ELの推計値が得られる。このとき、得られる ELは、格付に対応するだ

けでなく、VK(X)が各債務者の担保カバー率や保証カバー率の関数として得られていることから、各債務者の

担保や保証に対応した各債務者ごとの ELが求められることになる*19。以上の結果を以下の表 2にまとめた。

表 1: 各格付における PDと債権価値 V、及び ELの推計方法

格付 PD 債権価値 V EL

1(通常終了) 0 1 0

2(正常等)
K∑

l=D

p(2, l) V2 =
K∑
l=1

p(2, l)Vl EL2 =
K∑

l=D

p(2, l)(1− Vl)

...
...

...
...

D(要管理等)
K∑

l=D

p(D, l) VD =
K∑
l=1

p(D, l)Vl ELD =
K∑

l=D

p(D, l)(1− Vl)

...
...

...
...

K-1(破たん等)
K∑

l=D

p(K − 1, l) VK−1 =
K∑
l=1

p(K − 1, l)Vl ELK−1 =
K∑

l=D

p(K − 1, l)(1− Vl)

K(デフォルト後終了) 1
実績データを用いて (5)

式で VK を推計
ELK = 1− VK

*17従って、バーゼル II の定義する計算式によって UL(Unexpected Loss) も計算できることになる。
*18バーゼル IIにおいて、債権および回収率の現在価値は、当該債務者の信用リスクに見合った金利でディスカウントされるべきである
と述べられている。しかし、本稿においては、簡単のために金利によるディスカウントは考慮していない。
*19詳細は第 6.3 節を参照のこと。
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5 データについて

使用したデータは、平成 17年 4月から平成 21年 1月までの 46ヵ月間において、内部格付が付与された債

務者である。債務者ベースではおよそ 3万件、回収キャッシュフローベースでおよそ 700万件のデータが存在

した。

5.1 格付推移行列

まず、使用したデータの格付推移行列を求める。ここでの格付推移行列は、使用したデータの観測期間であ

るH17年 4月～H21年 1月までの全期間において観測された格付の推移をもとに求めたものである。また、上

述の通り、格付区分は 5区分にまとめ、さらに上下に 1つずつの吸収項 (通常終了とデフォルト後終了)を設

けた。

5.2 デフォルトした債務者の回収率の推移

平成 17年 4月から平成 21年 1月までの 46ヵ月間の期間においてデフォルト (要管理以下に格付が低下)した

債務者の回収率推移の期間構造をみる。以下に続くグラフは、横軸がデフォルト後の経過時間 (月次)、縦軸が

回収率 (RR)を表わす*20。このグラフは、各債務者のデフォルトした時点を時間軸の 0の点とし、デフォルト

後の回収期間が 46ヵ月に満たない債務者は、最後のキャッシュフローがあった時点の回収率の値を用いて 46ヶ

月目まで補正している。また、各グラフ中において、デフォルト後の回収率が負の値をとる債務者があるが、

これらの債務者はデフォルト時点の残高 (EAD)よりもデフォルト後の残高が増加していることを示しており、

デフォルト後の追加融資を反映している。

まず、デフォルトした債務者全体 (後に正常復帰した債務者やデフォルト後終了した債務者を含む)の回収率

の推移を記す (図 3)。

t

R
R

0 10 20 30 40

−
0
.5

0
.0

0
.5

1
.0

図 3: デフォルトした債務者の回収率の推移

*20デフォルト後に正常復帰した債務者における回収キャッシュフローは、正常復帰後は回収率ではなく与信残高の推移とみなすべきで
あるが、ここでは便宜上、回収率と表記する。
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図 3のグラフにおいて、t = 0から回収率は増加していく傾向がある。その一方で、デフォルト後に回収率

が負の値をとっている債務者もあり、デフォルト後に追加融資を行っている債務者が存在する。

6 実データを用いた実証結果

本節では、第 3節で述べたモデルを用いて、「デフォルト後終了」区分の債務者の回収率の推計値を求める。

まず、実際のデフォルト後終了債務者の回収率の値、及び、回収率の説明変数として有効と考えられる、担保

や保証と回収率の関係を考察したのち、モデルの推計を行う。

6.1 担保カバー率、保証カバー率

本稿においては、デフォルト後終了債務者の担保カバー率・保証カバー率を、デフォルト時の担保額・保証

額をデフォルト時の残高で除することにより定義する。

担保カバー率 =
デフォルト時の担保額

EAD

保証カバー率 =
デフォルト時の保証額

EAD

従って、各債務者の担保カバー率、保証カバー率は時間によらない値である。

6.2 統計モデルにおけるパラメータ推計

第 3.2節で述べた回収率推計モデルにおけるパラメータ推計の結果を示す。デフォルト後終了に至った債務

者データを用いた回収率推計モデル (4)式におけるパラメータ推計結果は、

α̂ = 0.119

β̂ = (−0.0292, 2.59, 1.79)

が得られた。ここに、βは定数項、担保カバー率、保証カバー率の係数である。

この結果から、担保カバー率、保証カバー率ともに回収率に有意に正の寄与を与えることがわかる。また、

得られた係数の推計値の大小から、担保カバー率の大きさは、保証カバー率の大きさよりも回収率に大きく正

の寄与を与えていることがわかる。これは、先に述べたように、保証カバー率の大きさは回収率の大きさに担

保カバー率ほど影響を与えていない (保証カバー率の小さい債務者においても、回収率は大きくなる)ことと整

合的である。

次に、得られたパラメータの推計値を用いて、具体的に担保カバー率、保証カバー率を仮定した債務者の例

を想定し、各債務者例の回収率の推計値を記す。

6.3 ELの推計結果

以上の結果から、デフォルト終了後の債務者の回収率が推計されたことになる。よって、第 4節における債

権価値 VK(X)の推計値が得られたことになる。このとき、VK(X)は各債務者の担保カバー率、保証カバー率

の関数となっており、(6)式を用いることによって、すべての格付の債務者に対して、担保カバー率や保証カ

バー率を考慮した債権価値、及び、ELが推計されることになる (第 4節・表 2を参照のこと)。ここでは第 4

節で述べた ELの計算方法を用いて実際の ELの推計値を求める。
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表 2: 得られたパラメータを用いた、担保カバー率・保証カバー率を仮定した債務者の回収率の例

担保カバー率 (%) 保証カバー率 (%) 回収率の推計値 (%)

債務者・例 1 0 0 49.3

債務者・例 2 25 0 65.0

債務者・例 3 50 0 78.0

債務者・例 4 0 50 70.4

債務者・例 5 0 100 85.5

担保カバー率、保証カバー率を仮定した債務者例*21を考え、これらの債務者の ELを推計する。格付は表 2

で示した格付区分に準拠するものである。以下にその結果を示す*22。

表 3: 格付、担保カバー率・保証カバー率を仮定した債務者の回収率、及び EL推計値の例

格付 担保カバー率 (%) 保証カバー率 (%) 回収率の推計値 (%) PD(%) EL(%)

債務者・例 1 6 0 0 49.3 95.8 43.5

債務者・例 2 6 25 0 65.0 95.8 30.0

債務者・例 3 4 50 0 78.0 4.79 0.887

債務者・例 4 4 0 50 70.4 4.79 1.19

債務者・例 5 3 0 100 85.5 1.52 0.185

債務者・例 6 2 0 100 85.5 0.396 0.0489

債務者例 1と例 2、債務者例 3と例 4は格付がそれぞれ同じであるが、担保カバー率、保証カバー率が異な

る。それに伴って、回収率の推計値だけでなく、ELの推計値も異なる。このことから、各格付における担保

カバー率、保証カバー率の関数として ELの推計が可能であることがわかる。また、債務者例 5と例 6は担保

カバー率、保証カバー率は同一の値であるが、格付が異なる例であり、格付によって PDが異なるため、同一

の担保・保証カバー率を有する債務者においても異なる ELの値が推計されていることが示される。

7 結論、及び、ディスカッション

本研究においては、実データを用いた回収率モデルを構築した。その際に考慮した点は、以下の点である。

1. バーゼル IIの準拠を考慮し、デフォルトを内部格付低下により定義した。

2. デフォルト後の正常格付への復帰を考慮した。

3. デフォルト後に正常復帰することなく格付付与が終了した債務者の回収率を統計モデルで推計した。

4. 回収率モデルでは、実際の回収が長期間にわたるため、時間に対するパラメータを挿入した。

5. 最終的な期待回収率を、時間パラメータ、担保カバー率、保証カバー率の 3つを要因とした非線形関数で表

現した。

以上のような設定においてモデリングした結果、回収率の推計値を得ることにより、すべての格付の債務者

に対する期待損失率（ELの推計値が求められた。実際の回収率の推移に関しては、担保カバー率、保証カバー

率ともに回収率に正の寄与をもたらし、担保カバー率の大きさは保証カバー率の大きさよりも大きく寄与する

ことがわかった。

以下に今後の課題を述べる。本研究においては、担保や保証を有する債務者の回収の期間構造は同一とみな

してパラメータ推計を行ったが、実際には異なる期間構造を有すると考えられる。この点を考慮したモデリン

グが必要である。また、回収率の説明変数として担保と保証のみを扱ったが、先行研究においては債務者の業
*21例 1～5 の債務者は、先の表 4 における債務者例と同様の債務者を仮定している。
*22表中の PD の推計値は第 5.2 節で得られた値を用いている。また、EL の推計値は第 4 節の表 2 の推計方法により求めている。
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種や銀行との取引期間の長さなどが説明変数として考えられるとしているとの結果もあるため、それらの検証

を行う必要があり、担保や保証以外で回収率に寄与している考えられる説明変数を加えたモデリングを行う必

要がある。最後に、本稿では債務者ごとの格付を用いて回収率を推計したが、先進的内部格付手法においては

案件ごとの回収率を推計する必要がある。その際、担保や保証の種類によって回収率に差があると考えられる

ので、その点も考慮した回収率の推計モデルが必要であると考えられる。
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1:

0.00488 0.00490 0.00385 0.00480 0.00333
0.00011 0.00275 0.00103 0.00277 0.00001
-0.16893 -0.44829 -0.59935 -1.1030 0.53368
3.530692 1.685472 2.545696 4.317683 -0.458689

LB test p value 0.00001 0.08930 0.20733 0.40926 0.00000
SW test p value 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
JB test p value 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

AR order 1 2 0 1 7

3
1

Shapiro-Wilk Jarque-Bera 5 %

Ljung-Box 5 3
10% AIC

1 AR

3

3.1

2
r1,t, t = 1, 2, . . . , 315 AR(p)

r1,t − μ1 =
p∑

i=1

φ1,p(r1,t−i − μ1) + ε1,t

μ1 r1,t ε1,t

r1,t − 0.004888729 = 0.2387878(r1,t−1 − 0.004888729) + ε1,t

ACF PACF
2 Ljun-Box p 0.5122 0.7552

5 % Lagrange [5]
ARCH 5 %

Shapiro-Wilk
5 %

1
2 QQ

[8] Skewed [2] Skewed t [3][6] 3
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Kolmogorov-Smirnov 2 p
0.6918, 0.4137, 0.9907 , Skewed t 3

Skewed t QQ

3: Skewed t QQ

, g(·|ν) t , Skewed t

f(y) =

⎧⎨⎩ 2σ
ξ+ξ−1 g[(y + μ)ξ|ν], y < −μ

σ

2σ
ξ+ξ−1 g[(y + μ)/ξ|ν], y ≥ −μ

σ

μ =
Γ(ν−1

2 )
√

ν − 2√
πΓ(ν

2 )
(ξ − 1

ξ
)

σ2 = (ξ2 +
1
ξ2

− 1) − μ2

μ̂, σ̂, ν̂, ξ̂

(μ̂, σ̂, ν̂, ξ̂) = (0.00008, 0.010383, 3.578743, 0.9328305)

r1,t

r1,t − 0.004888729 = 0.2387878(r1,t−1 − 0.004888729) + ε1,t

ε1,t ∼ ST (0.00008, 0.010383, 3.578743, 0.9328305)

ST Skewed t
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3.2

2 r2,t, t = 1, 2, . . . , 460
, AR(p)

r2,t − μ2 =
p∑

i=1

φ2,p(r2,t−i − μ2) + ε2,t

r2,t − 0.004897324 = 0.11286704(r2,t−1 − 0.004897324) + 0.07207706(r2,t−2 − 0.004897324) + ε2,t

Ljung-Box 2
5% Lagrange ARCH

ε2,t GARCH(1,1)
Shapiro-Wilk

1% Jarque-Bera 5%

GARCH
Kolmogorov-Smirnov Skewed GARCH(1,1)

Skewed GARCH (1,1)

ε2,t = −0.012104 + νtσt

σ2
t = 0.011662 + 0.158111ε22,t−1 + 0.795641σ2

t−1

ξ̂ = 0.911853

σ2
t νt Skewed ξ̂

3.3

2
r3,t, t = 1, 2, . . . , 460 r4,t, t = 1, 2, . . . , 460

2 Ljung-Box
5 % ARCH Lagrange

ARCH
,

2
Kolmogorov-Smirnov

r3,t, r4,t Skewed t

(μ̂, σ̂, ν̂, ξ̂) = (0.004110356, 0.032455134, 4.900397270, 0.932651495)

(μ̂, σ̂, ν̂, ξ̂) = (0.005545863, 0.051825211, 6.028012147, 0.825666298)
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3.2 GARCH
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, AR .
AR ri, i = 1, 2, . . . , n,
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[1, n] AR(p0) AIC

l(x1, x2, . . . , xn|φ1, φ2, . . . , φp0 , σ
2) = −n

2
log 2πσ2 − 1

2σ2

n∑
j=p0+1

(xj −
p0∑

k=1

φkxj−k)

Φ = (φ̂1, φ̂2, . . . , φ̂p0 , σ̂
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l0 = l(x1, x2, . . . , xn|Φ) m 1 [1,m],
2 [m+1, n] AIC AR p1, p2 1, 2

φi, σ
2 Φ1, Φ2 l1 = l(x1, x2, . . . , xm|Φ1),

l2 = l(xm+1, xm+2, . . . , xn|Φ2) L(m) = l1 + l2 m = mmax

l0/L(mmax)
1

5 % mmax 5 , 1990

(2008/9 2009/3 ) AR

(ε5,t − 0.0006472902) = 0.4722268(ε5,t−1 − 0.0006472902) + ξt

AR 2 Ljung-Box p 0.8857,0.909
5%

Shapiro-Wilk , Jarque-Bera p 0.3248, 0.6153
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「ブラウン運動のクオンタイルに基づく統計的データ分析の可能性」「ブラウン運動のクオンタイルに基づく統計的データ分析の可能性」「ブラウン運動のクオンタイルに基づく統計的データ分析の可能性」「ブラウン運動のクオンタイルに基づく統計的データ分析の可能性」    

                                    2010201020102010 年年年年 10101010 月月月月    研究集会研究集会研究集会研究集会    山形にて。山形にて。山形にて。山形にて。    

一橋大学大学院国際企業戦略研究科一橋大学大学院国際企業戦略研究科一橋大学大学院国際企業戦略研究科一橋大学大学院国際企業戦略研究科    特任教授特任教授特任教授特任教授    三浦良造三浦良造三浦良造三浦良造    

    

概略。概略。概略。概略。    

    一標本、二標本などの基本的な統計的問題では、観測が独立で同一分布に従う場合とい一標本、二標本などの基本的な統計的問題では、観測が独立で同一分布に従う場合とい一標本、二標本などの基本的な統計的問題では、観測が独立で同一分布に従う場合とい一標本、二標本などの基本的な統計的問題では、観測が独立で同一分布に従う場合とい

うのが、通常の数理統計学が扱う統計的仮定です。時系列分析においては、時系列的依存うのが、通常の数理統計学が扱う統計的仮定です。時系列分析においては、時系列的依存うのが、通常の数理統計学が扱う統計的仮定です。時系列分析においては、時系列的依存うのが、通常の数理統計学が扱う統計的仮定です。時系列分析においては、時系列的依存

性をモデル化して、残る偶然変動を独立で同一分布に従うと仮定します。そこで用いられ性をモデル化して、残る偶然変動を独立で同一分布に従うと仮定します。そこで用いられ性をモデル化して、残る偶然変動を独立で同一分布に従うと仮定します。そこで用いられ性をモデル化して、残る偶然変動を独立で同一分布に従うと仮定します。そこで用いられ

る基本的なノンパラメトリック統計量は、経験分布関数、順序統計量、順位統計量です。る基本的なノンパラメトリック統計量は、経験分布関数、順序統計量、順位統計量です。る基本的なノンパラメトリック統計量は、経験分布関数、順序統計量、順位統計量です。る基本的なノンパラメトリック統計量は、経験分布関数、順序統計量、順位統計量です。    

今回今回今回今回の試みでは、観測が独立で同一分布に従う確率変数の累積和である場合に対応するの試みでは、観測が独立で同一分布に従う確率変数の累積和である場合に対応するの試みでは、観測が独立で同一分布に従う確率変数の累積和である場合に対応するの試みでは、観測が独立で同一分布に従う確率変数の累積和である場合に対応する

統計的データ分析の可能性を見ることにします。統計的データ分析の可能性を見ることにします。統計的データ分析の可能性を見ることにします。統計的データ分析の可能性を見ることにします。    

これまでの研究成果としては、連続時間のブラウン運動上に上記のノンパラメトリックこれまでの研究成果としては、連続時間のブラウン運動上に上記のノンパラメトリックこれまでの研究成果としては、連続時間のブラウン運動上に上記のノンパラメトリックこれまでの研究成果としては、連続時間のブラウン運動上に上記のノンパラメトリック

な統計量に対応する“量”が定義されその確率分布が求められています。（参考文献を参な統計量に対応する“量”が定義されその確率分布が求められています。（参考文献を参な統計量に対応する“量”が定義されその確率分布が求められています。（参考文献を参な統計量に対応する“量”が定義されその確率分布が求められています。（参考文献を参

照）それらは、すべて連続時間の確率過程（ブラウン運動、あるいは幾何ブラウン運動）照）それらは、すべて連続時間の確率過程（ブラウン運動、あるいは幾何ブラウン運動）照）それらは、すべて連続時間の確率過程（ブラウン運動、あるいは幾何ブラウン運動）照）それらは、すべて連続時間の確率過程（ブラウン運動、あるいは幾何ブラウン運動）

上で考えています。これらの量は、数理ファイナンス分野で行われているエキゾチック・上で考えています。これらの量は、数理ファイナンス分野で行われているエキゾチック・上で考えています。これらの量は、数理ファイナンス分野で行われているエキゾチック・上で考えています。これらの量は、数理ファイナンス分野で行われているエキゾチック・

デリバティブズ（派生証券）をデザインするために使われてきました。これらの量デリバティブズ（派生証券）をデザインするために使われてきました。これらの量デリバティブズ（派生証券）をデザインするために使われてきました。これらの量デリバティブズ（派生証券）をデザインするために使われてきました。これらの量は、は、は、は、

連続時間の確率過程の軌跡の統計量（関数あるいは汎関数）として見ることもできます。連続時間の確率過程の軌跡の統計量（関数あるいは汎関数）として見ることもできます。連続時間の確率過程の軌跡の統計量（関数あるいは汎関数）として見ることもできます。連続時間の確率過程の軌跡の統計量（関数あるいは汎関数）として見ることもできます。

そこで、これを離散時間の確率過程の軌跡の関数として見ることにより、観測が独立でそこで、これを離散時間の確率過程の軌跡の関数として見ることにより、観測が独立でそこで、これを離散時間の確率過程の軌跡の関数として見ることにより、観測が独立でそこで、これを離散時間の確率過程の軌跡の関数として見ることにより、観測が独立で

同一分布に従う確率変数の累積和の統計量として考えることを試みます。このような試同一分布に従う確率変数の累積和の統計量として考えることを試みます。このような試同一分布に従う確率変数の累積和の統計量として考えることを試みます。このような試同一分布に従う確率変数の累積和の統計量として考えることを試みます。このような試

みは、ノンパラメトリック統計量に関しては、みは、ノンパラメトリック統計量に関しては、みは、ノンパラメトリック統計量に関しては、みは、ノンパラメトリック統計量に関しては、1960196019601960 年の年の年の年の WendelWendelWendelWendel 論文が最初ではないか論文が最初ではないか論文が最初ではないか論文が最初ではないか

と思われます（要検討）。と思われます（要検討）。と思われます（要検討）。と思われます（要検討）。    

            

今回の発表では、今回の発表では、今回の発表では、今回の発表では、確率過程の軌跡を実現した値とその値が実現した時刻の（値と時刻）二確率過程の軌跡を実現した値とその値が実現した時刻の（値と時刻）二確率過程の軌跡を実現した値とその値が実現した時刻の（値と時刻）二確率過程の軌跡を実現した値とその値が実現した時刻の（値と時刻）二

つに分けることにより、軌跡が持つ情報を分解します。時刻を見るという点がここつに分けることにより、軌跡が持つ情報を分解します。時刻を見るという点がここつに分けることにより、軌跡が持つ情報を分解します。時刻を見るという点がここつに分けることにより、軌跡が持つ情報を分解します。時刻を見るという点がここではではではでは

新味です。上記の連続時間確率過程上のノンパラメトリック統計量がすべて新味です。上記の連続時間確率過程上のノンパラメトリック統計量がすべて新味です。上記の連続時間確率過程上のノンパラメトリック統計量がすべて新味です。上記の連続時間確率過程上のノンパラメトリック統計量がすべて occupation occupation occupation occupation 

timetimetimetime が基礎になっているため、しかし、これまではそのが基礎になっているため、しかし、これまではそのが基礎になっているため、しかし、これまではそのが基礎になっているため、しかし、これまではその occupation timeoccupation timeoccupation timeoccupation time の“時間の長の“時間の長の“時間の長の“時間の長

さ”だけしか使っていないので、ここでは“時間の位置”の情報として使う、それによさ”だけしか使っていないので、ここでは“時間の位置”の情報として使う、それによさ”だけしか使っていないので、ここでは“時間の位置”の情報として使う、それによさ”だけしか使っていないので、ここでは“時間の位置”の情報として使う、それによ

りりりり occupation timeoccupation timeoccupation timeoccupation time が持つ情報を使い尽くすという発想です。そのため、が持つ情報を使い尽くすという発想です。そのため、が持つ情報を使い尽くすという発想です。そのため、が持つ情報を使い尽くすという発想です。そのため、TimeTimeTimeTime----mapmapmapmap といといといとい

う（特に新しいわけではなく既視のものに言葉を与えただけですが）概念と用語を導入う（特に新しいわけではなく既視のものに言葉を与えただけですが）概念と用語を導入う（特に新しいわけではなく既視のものに言葉を与えただけですが）概念と用語を導入う（特に新しいわけではなく既視のものに言葉を与えただけですが）概念と用語を導入

します。（値、時刻）のうち、時刻はこれで扱うとして、値は、実現値のします。（値、時刻）のうち、時刻はこれで扱うとして、値は、実現値のします。（値、時刻）のうち、時刻はこれで扱うとして、値は、実現値のします。（値、時刻）のうち、時刻はこれで扱うとして、値は、実現値のレベルを示しまレベルを示しまレベルを示しまレベルを示しま

すから、順序統計量に当たるクオンタイルを使います。順位もクオンタイルと共に使いすから、順序統計量に当たるクオンタイルを使います。順位もクオンタイルと共に使いすから、順序統計量に当たるクオンタイルを使います。順位もクオンタイルと共に使いすから、順序統計量に当たるクオンタイルを使います。順位もクオンタイルと共に使い

ます。値をカウントするのが経験分布関数であるというわけです。ます。値をカウントするのが経験分布関数であるというわけです。ます。値をカウントするのが経験分布関数であるというわけです。ます。値をカウントするのが経験分布関数であるというわけです。    

    

これらを準備として、一標本問題、二標本問題を考えます。推定、検定の問題を扱うことこれらを準備として、一標本問題、二標本問題を考えます。推定、検定の問題を扱うことこれらを準備として、一標本問題、二標本問題を考えます。推定、検定の問題を扱うことこれらを準備として、一標本問題、二標本問題を考えます。推定、検定の問題を扱うこと

を試みますが、まずは、ドリフトがゼロであるという仮説を検定する統計量、二つの軌跡を試みますが、まずは、ドリフトがゼロであるという仮説を検定する統計量、二つの軌跡を試みますが、まずは、ドリフトがゼロであるという仮説を検定する統計量、二つの軌跡を試みますが、まずは、ドリフトがゼロであるという仮説を検定する統計量、二つの軌跡

が並行して動いてできたものかどうかなどを考えます。データ分析事例としては、ヘが並行して動いてできたものかどうかなどを考えます。データ分析事例としては、ヘが並行して動いてできたものかどうかなどを考えます。データ分析事例としては、ヘが並行して動いてできたものかどうかなどを考えます。データ分析事例としては、ヘ    
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ッジファンドリターンデータを使い、幾つかのグラフを示すことにします。ッジファンドリターンデータを使い、幾つかのグラフを示すことにします。ッジファンドリターンデータを使い、幾つかのグラフを示すことにします。ッジファンドリターンデータを使い、幾つかのグラフを示すことにします。    

    

このような試みは、すでに時系列分析の理論がかなこのような試みは、すでに時系列分析の理論がかなこのような試みは、すでに時系列分析の理論がかなこのような試みは、すでに時系列分析の理論がかなり出来上がっている現時点において無り出来上がっている現時点において無り出来上がっている現時点において無り出来上がっている現時点において無

駄な試みかもしれません。しかし、現在までの時系列モデルが取りこぼしている情報を駄な試みかもしれません。しかし、現在までの時系列モデルが取りこぼしている情報を駄な試みかもしれません。しかし、現在までの時系列モデルが取りこぼしている情報を駄な試みかもしれません。しかし、現在までの時系列モデルが取りこぼしている情報を

今回のような試みで拾い上げることができるのではないかと感覚的ではありますが思っ今回のような試みで拾い上げることができるのではないかと感覚的ではありますが思っ今回のような試みで拾い上げることができるのではないかと感覚的ではありますが思っ今回のような試みで拾い上げることができるのではないかと感覚的ではありますが思っ

ています。例えば、時系列モデルでいう偶然誤差項が独立でなく継続して正の値がでやています。例えば、時系列モデルでいう偶然誤差項が独立でなく継続して正の値がでやています。例えば、時系列モデルでいう偶然誤差項が独立でなく継続して正の値がでやています。例えば、時系列モデルでいう偶然誤差項が独立でなく継続して正の値がでや

すい時期（金融市場ではこれをモメンタムがある時期などと呼んでいます）などの様子すい時期（金融市場ではこれをモメンタムがある時期などと呼んでいます）などの様子すい時期（金融市場ではこれをモメンタムがある時期などと呼んでいます）などの様子すい時期（金融市場ではこれをモメンタムがある時期などと呼んでいます）などの様子

を拾いきれていないかもしれない、などです。を拾いきれていないかもしれない、などです。を拾いきれていないかもしれない、などです。を拾いきれていないかもしれない、などです。    
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On the approximation for the distribution of multinomial
φ−divergence goodness-of-fit statistic under nonlocal

alternatives

PAN EI HTWE (Kagoshima University)
NOBUHIRO TANEICHI (Kagoshima University)
YURI SEKIYA (Kushiro Campus, Hokkaido University of Education)

φ−divergence is a measure for dissimilarity between distributions proposed by Csiszár
(1967) and Ali and Silvey (1966). The φ-divergence measure between discrete distribu-

tions p = (p1, ..., pk)
′

and q = (q1, ..., qk)
′

is defined by

Dφ(p, q) =
k∑

j=1

qjφ
(
pj
qj

)
,

where φ(t) is a real convex function for t > 0 with regularity conditions.

LetX = (X1, ..., Xk)
′

be distributed according to a multinomial distribution Multk(n,π),

where
∑k
j=1Xj = n,

∑k
j=1 πj = 1, 0 < πj < 1, (j = 1, ..., k) and π = (π1, ..., πk)

′

is an
unknown probability vector. In order to test the null hypothesis

H0 : π = p

for some completely specified probability vector p = (p1, ..., pk)
′

, Zografos et al. (1990)
introduced the φ-divergence family of statistics

Cφ =
2n

φ′′(1)

{
Dφ

(
X

n
,p
)
− φ(1)

}
, (φ

′′

(1) �= 0).

Without loss of generality, we consider a twice continuously differentiable convex function
φ(t) for t > 0, satisfying φ(1) = φ

′

(1) = 0 and φ
′′

(1) = 1 (Pardo et al. (1999)). So, the
φ-divergence family of statistics is defined by

Cφ = 2nDφ

(
X

n
,p
)
.

When we choose the following convex function φPa as φ, φ-divergence measure becomes
the power divergence measure

φPa (t) =






{a(a+ 1)}−1{ta+1 − t+ a(1− t)} (a �= 0,−1)
tlnt+ 1− t (a = 0)
−lnt− 1 + t (a = −1).

Therefore, the φ-divergence family of statistics Cφ includes the power divergence family of
statistics proposed by Cressie and Read (Cressie and Read (1984) and Read and Cressie
(1988)) as CφPa . It is well known that the family of the statistics CφPa includes Pearson’s
X2 statistic (a = 1), the loglikelihood ratio statistic (a = 0), the Freeman-Tukey statistic
(a = −1/2), the modified loglikelihood ratio statistic (a = −1), the Neyman modified
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X2 statistic (a = −2), and the statistic recommended by Cressie and Read (a = 2/3).
The power divergence is used not only for a test statistic, but also for representation of
the degree of departure from symmetry for square contingency tables (Tomizawa et al.
(1998)). Rukhin (1994) considered the family of statistics given by the following convex
function φRa as φ :

φRa (t) =
(t− 1)2

2{a+ t(1− a)} , a ∈ [0, 1].

Then the statistic based on φRa is defined as

CφRa = n
k∑

j=1

(p̂j − pj)2
apj + (1− a)p̂j

, a ∈ [0, 1], (1)

where p̂j = Xj/n, (j = 1, ..., k). The family of the statistics CφRa includes Pearson’s X2

statistic (a = 1) and the Neyman modified X2 statistic (a = 0). Furthermore, Lin (1991)
considered the family of divergences given by the following convex function φLa as φ.

φLa (t) = {a(1− a)}−1{atlnt− (at+ 1− a)ln(at+ 1− a)}, a ∈ [0, 1].

Then the statistic based on φLa is defined as

CφLa =
2n

a(1− a)

{
−

k∑

j=1

sj lnsj + (1− a)
k∑

j=1

pjlnpj + a
k∑

j=1

p̂j lnp̂j

}
, a ∈ [0, 1], (2)

where sj = ap̂j + (1 − a)pj , (j = 1, ..., k). The family of the statistics CφLa includes the
loglikelihood ratio statistic (a = 0) and the modified loglikelihood ratio statistic (a = 1)
by considering continuity in a. Under null hypothesis H0 statistic Cφ are asymptotically
distributed according to central chi-square distribution with k − 1 degrees of freedom.
Yarnold (1972) obtained an approximation based on asymptotic expansion for the null
distribution of Pearson’s X2 statistic. In a similar fashion to X2, asymptotic expansions
for the null distributions of the loglikelihood ratio statistic and the Freeman-Tukey statis-
tic were obtained by Siotani and Fujikoshi (1984), that of the power divergence statistic
was obtained by Read (1984), and that of Cφ was obtained by Menéndez et al. (1997).
Against H0, consider local alternative hypothesis

H1,n : πj = pj +
cj√
n

for all j = 1, ..., k,

where
∑k
j=1 cj = 0. It is known that Cφ are asymptotically distributed according to

the noncentral chi-square distribution with k − 1 degrees of freedom and noncentrality
parameter

δ =
k∑

j=1

c2j
pj

under H1,n. Taneichi et al. (2001) drived the local Edgeworth expansion under H1,n and
obtained an expression of approximation for the distribution of Cφ under H1,n. That
expression consists of a term of multivariate Edgeworth expansion for a continuous distri-
bution and a discontinuous term to account for the discontinuity inX. The discontinuous
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term is expressed in a very complicated form, and it is too complicated to use in prac-
tice. So, using only the term of the multivariate Edgeworth expansion for a continuous
distribution, Taneichi et al. (2001) proposed an approximation to the power of Cφ. Based
on numerical investigation, it was concluded that an omission of the discontinuous term
does not lead to a serious error in approximating the power of the test based on Cφ.
On the other hand, consider a nonlocal (fixed) alternative hypothesis

H1 : π = q,

where q = (q1, ..., qk)
′

is a completely specified probability vector satisfying 0 < qj < 1,
(j = 1, ..., k),

∑k
j=1 qj = 1 , q �= p and q does not depend on n. It is known that each Cφ

is asymptotically distributed according to a normal distribution under H1. We summarize
here the study of the limiting distribution of Cφ under H1. Broffitt and Randles (1977)
showed that an appropriate normalized Pearson’s X2 statistic is distributed according to
the standard normal distribution for fixed k and nonlocal alternatives. Read and Cressie
(1988) extended the asymptotic normality to the power divergence statistics CφPa . For the
φ-divergence statistic Cφ, it is shown as follows:

Cφ − 2nDφ(q,p)

2
√
nσ2φ

L−→N(0, 1) as n→∞,

where

σ2φ =
k∑

j=1

qj(φ
′

(rj))
2 −

( k∑

j=1

qjφ
′

(rj)
)2
,

rj =
qj
pj
, (j = 1, ..., k),

and
L−→ denotes convergence in distribution.

Sekiya and Taneichi (2004) describe the local Edgeworth expansion underH1 and derive
the multivariate Edgeworth expansion assuming a continuous distribution for the distri-
bution of power divergence statistics CφPa . In this presentation, we derive the expansion
for general φ−divergence statistic Cφ. Next, we describe the local Edgeworth expansion
under H1 and derive the multivariate Edgeworth expansion assuming a continuous dis-
tribution for the distribution of Cφ under H1. And then, we apply the expansion to the
power approximation for Cφ against H1. Performance of the power approximation with
other power approximations are numerically compared in the case of statistic CφRa given
by (1) and the statistic CφLa given by (2).
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二項反応の一般線型モデルにおけるリンク関数について

鹿児島大学・理工　 種市信裕

北海道教育大学・教育　 関谷祐里

鹿児島大学・理工　 Pan Ei Htwe

概要：

一般化線形モデル (Nelder and Wedderburn [4]) は random component (ランダム

成分), linear predictor (線形予測子), link function (リンク関数）の 3つの成分で構

成される。本研究においては,確率変数Xが二項分布B(n, p)に従い,ランダム成分が

Y = X/nである場合のリンク関数構築についての考察をおこなった。この場合, 最も

良く用いられるリンク関数は正準リンク関数であるロジットリンク関数

logit(u) = log

(
u

1− u

)
, (0 < u < 1)

であり,これによりロジスティック回帰モデルはパラメータ βm, (m = 0, . . . , k), 共変

量 xm, (m = 0, . . . , k)を用いて,

log

(
p

1− p

)
=

k∑

m=0

βmxm,

ただし, x0 = 1 である。また,リンク関数として標準正規分布の累積分布関数 (CDF)

Φ(·)の逆関数をリンク関数とするプロビットリンクを用いるとプロビットモデル

Φ−1(p) =
k∑

m=0

βmxm,

が得られる。いま,リンク関数を L∗とすると,ロジットリンクやプロビットリンクは

0.5 の回りで

L∗(u) = −L∗(1− u),

と言う意味で対称である。このリンク関数の対称性にそぐわない観測度数および共変

量の場合には, モデルへの適合度は悪くなる。このような観測度数および共変量の場合

に有効なのが補対数対数 (complementary log-log) リンクを用いた補対数対数モデル

log {− log (1− p)} =
k∑

m=0

βmxm,

である。対称性を持つロジットリンクから非対称な補対数対数リンクまでを包括的に

扱うために, Aranda-Ordaz [1] はリンク関数の族

LAc (u) = log

{
(1− u)−c − 1

c

}

, c > 0,　 (1)

を提案した。このリンク関数の族は, c = 1のときロジットリンクとなり c→ 0の時極

限として補対数対数リンクに一致する。
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リンク関数は値域が [0,1]の狭義単調増加関数 F の逆関数で与えることができる。F

としては累積分布関数 (CDF)を考えることが適当であり, 通常おこなわれている。累

積分布関数の逆関数で与えられたリンクは逆 CDFリンクと呼ばれ,ロジットリンク,

プロビットリンク, 補対数対数リンクはすべて逆 CDFリンクである。

本報告では, Burr [3] によって与えられた累積分布関数の族に基づき, 分布関数によ

り与えられる確率変数を変数変換して得られる確率変数に対する累積分布関数を用い

て逆 CDFリンクを与えることにより, パラメータ値 γ > 0 に依存するロジットリン

クおよび 補対数対数リンクをそれぞれ γ = 1 の場合として含む二種類のリンク関数

の族を構築した。また, 元の累積分布関数の γ (γ > 0) によるべき乗も累積分布関数と

なることに基づき, Cauchy 分布に基づく逆 CDFリンク関数を γ = 1の場合として含

むリンク関数の族を与えた。さらに, (1)式で与えられる Aranda-Ordaz [1] によるリ

ンク関数の族の逆関数として与えられる分布関数族の γ乗により与えられる逆 CDF

関数の族を構築した。この族は γ = 1, c = 1の場合としてロジットリンク関数を含む。

一方, 本報告では, これら構築されたリンク関数の族をふまえ, あるデータが与えら

れたとき, これらのリンク関数の族の中に含まれるロジットリンク, 補対数対数リンク,

Cauchy 分布に基づく逆 CDFリンク等, 従来のリンクに基づくモデルで十分なのか,

それともリンク族のそれ以外のリンクに基づくモデルが必要なのかを調べるための検

定方法の提案をおこなった。さらに, 有名な Bliss [2] によるカブトムシの死亡データ

等, 実際のデータを用いてリンク関数に基づくモデル選択の考察をおこなった。
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新たな臨床試験デザインへの取り組み 

- 無益性中止のアダプティブデザイン - 
 

鈴木 ゆら，長谷川 貴大，吉田 祐樹，浦狩 保則 
塩野義製薬株式会社 解析センター 

 
1. はじめに 
新薬開発における臨床試験デザインの一つとして，アダプティブデザイン (Adaptive 

design) に注目が集まっている．アダプティブデザインとは，試験の科学的適切性を損なう

ことなく，試験中に (中間解析を実施して) 試験計画の一部の変更を許容する試験デザイン

のことを指す．アダプティブデザインが注目されている理由は，倫理的要求への配慮，試

験の成功率アップ，開発コスト低減，開発のスピードアップという臨床開発の現場におけ

る重要な要件に対する，試験デザイン上の手立てとなり得るためである．私たちはアダプ

ティブデザインを実際の臨床試験に適用することを目標として，ここ数年間，アダプティ

ブデザインの理論や実施に関する検討を進めてきた． 
本稿では，まず 2 節でアダプティブデザインの概要を紹介する．そして 3 節では，特に

無益性中止のアダプティブデザインに焦点を当てて手法の紹介を行い，無益性中止の各方

法の性能評価を実施した結果を提示する． 
 
2. アダプティブデザインとは 
アダプティブデザインでは，通常，割付け結果を明らかにした中間解析の結果に基づい

て試験デザインを変更する．ここでの試験デザインの変更のことをアダプテーション 

(Adaptation) という．主なアダプテーションの種類を表 1-1 に示す． 
 

表 1-1 主なアダプテーションの種類 
種類 内容 

①試験中止 有効性が立証された場合に試験を早期中止する「有効性中止」と無益性が

確認された場合に試験を早期中止する「無益性中止」の 2 つがある． 
②治療群の中止 一部の処理群を削除して試験を継続する． 

例) 複数の用量群が設定された試験での有効性を期待できない一部の用量

群の削除，プラセボを含む非劣性試験からのプラセボ群の削除など 
③症例数の再設定 試験開始前に想定していた治療効果やバラツキの大きさを中間解析まで

の集積データを用いて見直し，検出力の不足分を補うために必要症例数を

再設定する． 
割付け群を明らかにしない盲検下で行う方法と盲検性を解除した下で行

う方法の 2 通りがある． 
④割付け比の変更 処理群への割付け比を変更する． 

例) 実薬対照試験の割付け比，被験薬群:実薬対照群=1:1 を中間解析後に

2:1 へ変更する．安全性プロファイルが確立している対照薬への割付け数

を少なくし，被験薬への割付け数を多くする． 
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種類 内容 
⑤エンドポイント

の変更 
副次エンドポイントの主要エンドポイントへの格上げ，あるいは複合主要

エンドポイントの構成要素の変更． 
⑥非劣性から優越

性へのスイッチ 
試験目的を非劣性の検証から優越性の検証へ変更する． 

⑦第Ⅱ相と第Ⅲ相

の結合  (シームレ

スデザイン) 

同一の患者集団，同一の治療法，同一のエンドポイントを用いて，後期第

Ⅱ相 (用量選択) と第Ⅲ相 (有効性，安全性の検証) を継ぎ目なしに行う．

 
アダプティブデザインが注目される理由は，以下のような様々な魅力がある為である． 
１）倫理的要求への配慮： 

患者に有害な治療法が施されないようにすることが絶対条件であることは勿論であ

るが，効果の期待できない治療法が必要以上に多くの患者へ施されないようにするこ

とも重要である．表 1-1 の①での無益性中止，②の治療群の中止は，倫理面での要請

を特に配慮したアダプテーションである．また，④の割付け比の変更では，より効果

の期待できる治療群への割付け患者数を多くすることができる． 
２）試験の成功率アップ： 

③の症例数の再設定，⑤のエンドポイントの変更はこの点を重視している．また，①

での無益性中止を開発初期の試験で用いるならば，成功の見込めない薬剤を開発パス

から篩い落とせるという意味で開発の成功率のアップに繋げることができる． 

３）開発コスト低減： 
①の試験中止 (有効性中止，無益性中止)，②の治療群の中止は，試験へ登録される患

者数が少なくなるため，それに付随する費用も低減させることができる． 

４）開発のスピードアップ： 
①での有効性中止は，次試験の開始時期を早めることが可能であり，開発のスピード

面で利点がある．⑦の第Ⅱ相と第Ⅲ相の結合は，第Ⅲ相試験の準備期間を省略できる

という意味で開発期間を大幅に短縮できる． 
上記のように，アダプティブデザインには大きな魅力があるが，その適用にあたって，「科

学的適切性」への配慮が必要である．それは，次の 3 つの側面からなる． 
１）試験の質の一貫性が保たれていること： 

計画書・手順書の遵守状況，時期や施設，実施国を問わず一貫して，試験を遂行して

いることを指す．とくに，中間解析の前後間で試験の質の一貫性を主張できることが

重要である． 
２）中間結果が秘匿されていること：  

意図的か非意図的かを問わず，中間解析の結果が試験関係者に漏洩し，治療，効果判

定，解析，結果の解釈に何らかのバイアスを惹き起こしたのではないかという懸念が

ないことを表す．データの機密性を維持しバイアスを排除するためには，独立モニタ

リング委員会（試験に携わる関係者から独立して，試験の進行，安全性データや有効
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性エンドポイントを評価し，試験の継続・変更・中止を提言する委員会）を設置する

ことが適切である． 
３）第 1 種の過誤確率が制御できていること： 

最終解析以外に中間解析を追加するため検定回数が複数になる．このことにより第 1

種の過誤確率 (本来ならば効果が無いが誤って「効果あり」と判定してしまう確率) が

事前に規定した有意水準を超えてしまい，当該試験の検証的妥当性を確保できなくな

る．これを保持するには，統計手法により第 1 種の過誤確率を制御することが必要で

ある． 
これらを確保するためには，通常の固定デザイン（試験開始後に変更を行わないという意

味で「固定」）が最適である．アダプティブデザインの多くで，中間解析時に盲検性を一時

的に解除する．このため，試験の質の一貫性の維持，中間結果の秘匿については十分な配

慮が必要である． 
私たちは現在，アダプティブデザインの実施体制の構築に取り組んでおり，最初に手掛け

るアダプテーションとして表 1-1 の①にある「無益性中止」を選択した．その理由は，以下

の通りである． 
■ 倫理的要求への配慮：「無益性中止」の場合，効果の期待できない薬剤の使用を最小

限に留めることができる． 
■ 第 1 種の過誤確率の制御：中間解析において無益性を評価した場合，最終解析で多重

性を調整しない解析を実施したとしても第 1 種の過誤確率が増大しない．このため，

無益性が否定されず試験を継続した場合においても，最終解析で有意水準を調整する

必要がない． 
■ 規制当局の受け入れ可能性：ICH (International Conference on Harmonisation of Technical 

Requirements for Registration of Pharmaceuticals for Human Use, 日米 EU 医薬品規制調和

国際会議) によるガイドライン「臨床試験のための統計的原則」では，各国の規制当

局が群逐次デザインでの無益性中止が受け入れ可能であることを示しているが，第 1

種の過誤が制御される方法であれば群逐次デザインでなくても，無益性中止は受け入

れ可能であると判断した． 

■ 付随するオペレーションが最小限：「無益性中止」の判断が下された場合，医療機関

や登録センターへの試験中止の連絡が必要であるが，症例数の追加時のような薬剤の

追加搬入，登録患者数の追加契約などのオペレーションが不要である． 
■ 開発の効率化：開発成功の見込めない薬剤を開発パスから篩い落とせるという意味で

開発の成功率アップに繋げることができる．また，割り付ける患者数が少なくなるた

め，それに付随する費用も低減させることができる． 
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3. 無益性中止のアダプティブデザイン 
3.1 無益性中止の方法 

ここでは，臨床試験の各中間解析で無益性の判定を行うための統計的方法である，確率的

打ち切り検定に着目した．確率的打ち切り検定では，計画した終了時点まで試験が継続し

たときに，肯定的または否定的な治療効果が観測される確率を算出し，無益性の判定を行

う．この確率的打ち切り検定のうち，頻度流の条件付き検出力法，頻度流にベイズ流的要

素を含めた予測検出力法を紹介する．ここでは，応答が正規分布に従うとし，共変量調整

を行わない 2 群比較 (各群で例数が等しい場合) を仮定する．また，無益性の判定を行う中

間解析の回数は 1 回とする．  

 
3.1.1 条件付き検出力に基づく無益性中止の方法 

群 1 と 群 2 の 応 答 変 数 を そ れ ぞ れ iY1 , iY2 ( )Nnni LL ,1,,,1 += と し ， 

( )2
1 ,~ σδµ +NY i ， ( )2

2 ,~ σµNY i と仮定する．ここに，δ は真の群間差，σ は真の両群

で共通の標準偏差とする．そして，中間解析時の各群の例数をn例とし，最終解析時の各群

の例数を N 例とする． 

中間解析時，群間差の推定値 nδ̂ と両群で共通の標準偏差の推定値 nσ̂ が得られているとす

る．ここでは，中間解析までに集積される例数の n2 は十分に大きく，標準偏差の推定値を

真値と見なすことができるものとする．すなわち nσσ ˆ= と仮定する．このとき，中間解析

時の統計量 nZ nn /2ˆ 2σδ= は標準正規分布に従う．また，試験終了時，両群で共通の標

準偏差の推定値 Nσ̂ についても Nσσ ˆ= と仮定したとき，試験終了時の検定統計量

NZ NN /2ˆ 2σδ= も帰無仮説の下で標準正規分布に従う．ここに， Nδ̂ は試験終了時の群

間差の推定値である．このとき，中間解析での検定統計量 nZ が与えられたという条件のも

とで, 試験終了時の対応する検定統計量 NZ が標準正規分布の下側 100(1−α) パーセント点

α−1z  (α は片側有意水準) よりも大きくなる確率を， ( )nN ZzZ |Pr 1 α−> と表記する．これ

を 条 件 付 き 検 出 力 と よ ぶ ． こ の と き 試 験 を 無 益 性 中 止 と す る 条 件 は ，

( ) γα −<> − 1|Pr 1 nN ZzZ とする．ここに，γ は無益性の指標であり，一般に 0.8 から 1 の間

の値に設定される．例えば，γ を 0.8 と設定した時，条件付き検出力が 20%未満となった時

に試験を中止することになる． 

Lan, Simon and Halperin (1982) によって提案された LSH 法は，臨床試験計画時に想定した

群間差 Pδ ，想定した両群で共通の標準偏差 Pσ に基づいて，最終時点における条件付き検出

力を算出し，無益性中止の判定を行う．LSH 法による条件付き検出力は 

( ) ( ) ( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−−+

Φ=>= −
− nN

zNnNZnZzZP
P

PPnP
PPnNn σ

σδσσδδ α
α

1
1

2,,|Pr  (1) 

で与えられる．ここに ( )⋅Φ は標準正規分布の累積分布関数を表す． 

LSH 法は，臨床試験計画時に設定したパラメータを用いて条件付き検出力を算出するの

で，信頼できる中止基準にならない場合がある．例えば，真の群間差δ が計画時に設定し
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た群間差 Pδ より小さい場合には，条件付き検出力は過大に算出され，中間時に観測された

群間差が小さいにもかかわらず無益性が判定されにくくなる．そこで，Pepe and Anderson 

(1992) 及び Betensky (1997) は中間解析時の群間差の推定値を用いて条件付き検出力を算出

する方法を提案した．具体的には， nσσ ˆ= のもとで LSH 法における臨床試験計画時の群間

差 Pδ を ( )nn SEc δδ ˆˆ ×+  で置き換える．ここに，c は停止境界の形状を決定する正値の係数

である．その結果，Pepe and Anderson 法 (以下，PA 法) 及び Betensky 法 (以下，B 法) によ

る条件付き検出力は 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−−++

Φ= −

nN
zNnnNcZZnP nn

n
α1/))((  (2) 

となる．PA 法では c=1，B 法では c=2.326 がそれぞれ与えられる．c の値が大きい B 法の方

が PA 法よりも楽観的な条件付き検出力を与えることになる． 

 

3.1.2 予測検出力に基づく無益性中止の方法 

条件付き検出力法では，計画時に立てた対立仮説で設定された，または中間解析で推定さ

れた群間差と標準誤差にもとづき，条件付き検出力を算出し無益性を判定する．このうち，

中間解析時の推定値を用いる Pepe-Anderson-Betensky の方法では，既に観測された群間差と

その標準誤差で将来の群間差を予測することになるが，将来のデータに関する予測誤差が

考慮されていない点に限界がある．そこで，ベイズ流の方法を用いて得られる，中間解析

時のデータが与えられたもとでの治療効果の事後分布に基づく条件付き検出力関数の期待

値を求め，これにより無益性の判定を行う予測検出力法 (Predictive Power) (以下，PP 法) が

提案されている．条件付き検出力という頻度流の考えを基本とする中で，ベイズ流に群間

差の事後分布を用いていることから，PP 法はベイズ流と頻度流の混合法と呼ばれている． 

PP 法で用いる予測検出力は， 

( ) ( )∫
∞

∞−
= δδδ dZfPP nnn |  

で与えられる．ここに，Pn (δ ) は条件付き検出力関数，f (δ |Zn) は中間解析時点までに観測

されたデータが与えられたもとでの群間差δ の事後分布の確率密度関数である．つまり，こ

の判定基準は群間差δ の事後分布についての条件付き検出力の期待値と解釈できる．これを

予測検出力とよぶ．事前に規定した無益性の指標γ に対して，この予測検出力が 1−γ より

も小さければ治療は無益であると判定し，試験は中止される． 
3.1.1 節と同様に，群 1 と群 2 の応答変数をそれぞれ iY1 , iY2 ( )Nnni LL ,1,,,1 += とす

る．また ( ) ( )2
22

2
11 ,~  ,,~ σµσµ NYNY ii と仮定する．さらに，ベイズ流に各群の平均値

µ1, µ2それぞれの事前分布として， ( ) ( )2**
22

2**
11 ,~  ,,~ σµµσµµ NN を与える．このとき，

各群 n 例の患者が試験を完了した時点の予測検出力は，Dmitrienko and Wang (2004) より 

( )

( )( )[ ] ⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−
−

−++
Φ= −

ncnN
N

nN
znbaZNP

n

nnn
n

1

1 1 ασ   (3) 
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である．ただし， 

 ( )( )
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12*
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12
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とする．なお，σ は計画時の想定値を用いる．また，σ ∗が無限大に近づくとµ1, µ2それぞれ

の事前分布は変則 (improper) 一様分布となり，事後分布は事前分布の影響を受け難くなる． 

(3)式においてσ ∗→∞とすると，予測検出力は 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

Φ= −

nN
znZNP n

n
α1   (4) 

と表せる．以降，本稿ではµ1, µ2それぞれの事前分布は一様分布であると仮定し，予測検出

力とは(4)式を指すものとする． 

 
3.2 無益性中止の各方法の性能評価 
 3.1 節で紹介した無益性中止の各方法を，実際に臨床試験の現場で適用する場面を考慮し

たとき，次の課題が挙げられた．一つは，条件付き検出力法では無益性判定基準の指標で

ある γ−1 の値として 10%，あるいは 20%と設定している論文が見られた (Robert (2007), 

David (2009))．これに対し，予測検出力法では γ−1 をどの程度に設定すべきかが不明であ

った．もう一つは，無益性中止のアダプティブデザインを実施する場面を想定したとき，「中

間解析時に薬効差が負である場合 (例えば，プラセボに対して試験薬が数値的に劣っていた

場合) には試験薬が無益であるとみなし，無益性中止と判断すべきである」という考え方

(Wieand (1994)) (以下，薬効差マイナス法と呼ぶ) があり，これは臨床現場でも受け入れら

れ易い基準であると考えられた．そこで，この薬効差マイナス法の判断基準が条件付き検

出力法や予測検出力法とどのような関係にあるのかを検討する必要があると考えられた． 

これらの課題に対し，各方法の関係と性能を評価するため，以下の 2 つの検討を行った．

まず中間解析で推定された薬効差と各方法の指標の関係性を図示し，中間解析時の薬効差

が負であった場合に各方法で対応する無益性中止の基準を検討した．次に各方法について，

帰無仮説および対立仮説それぞれの下で中間解析時に無益性中止と判定される割合および

最終解析まで到達し有意な差が検出される割合をシミュレーションによって評価し，方法

間での比較を行った． 

 
3.2.1 薬効差の推定値と各無益性中止指標の関係 

まず，薬効差の推定値と各無益性中止指標の関係を図示し，中間解析時の薬効差が負で

あった場合に各方法で対応する無益性中止基準を検討した．薬効差 4.0=δ ，標準偏差

0.1=σ を仮定し，片側有意水準 0.025，検出力 80% の下で必要症例数が N = 100 例/群と算

出される．中間解析時までに集積された患者の割合が目標例数の 30%，50%，70% となる

3 通りの時点で 1 回のみ中間解析を実施する場合を想定した．このとき，中間解析時の薬効

差の推定値 nδ̂ を横軸に，(1), (2), (4)式で算出される各無益性中止指標の値を縦軸にとった．
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これを図 3-1 に示す．図中には参照線として，無益性中止指標が 5%，20%を表す水平線と，

薬効差の推定値が 0 を表す垂直線を記載している． 

 

図 3-1 薬効差の推定値と各無益性中止指標の関係：中間解析時点 30%, 50%, 70% 

 
図 3-1 における中間解析時点 50％での図に着目すると，LSH 法の条件付き検出力が 20%

を下回れば中間解析時点の薬効差の推定値が負の値となっていた．また PP 法の予測検出力

が 5%を下回った場合，中間解析時点の薬効差の推定値がほぼ負となる関係にあることが確

認できた．すなわち，無益性の判定基準 γ−1 の値を LSH 法では 20%，PP 法では 5%とする

ことが，薬効差マイナス法に対応することが確認できた．一方，B 法の条件付き検出力は

30%強となって初めて薬効差の推定値が 0 となっていた．すなわち，B 法の条件付き検出力

は 20%よりも大きい基準でないと，薬効差マイナス法には対応しないことが確認された．

また，PA 法の条件付き検出力が 20%であるとき，中間解析時の薬効差の推定値は約 0.1 と

なっており，PA 法で無益性の判定基準 γ−1 の値を 20%としたときは薬効差の推定値が 0

を少し上回る場合でも無益性の判定がなされることが確認された． 

中間解析時点 30%の場合は，無益性中止の判定方法によって各指標と薬効差の推定値の

関係は大きく異なっていた．条件付き検出力法では，条件付き検出力の値が PA 法では 20%

以下，LSH 法では 50%以下，B 法では 90%以下で薬効差の推定値が負となっていた．また

PP 法では予測検出力の値が約 10%以下であれば薬効差の推定値が負となる関係性が確認さ

れた．中間解析時点 70%の場合は，全ての方法で指標が 20%を下回った場合，薬効差の推

定値は負になるという関係にあった．  

 次に薬効差δ を 0.2, 0.4, 0.6 の 3 通りとし，中間解析時点の薬効差の推定値と各無益性中止

指標の関係を図示した．各δ に対して最終解析時点の 1 群あたりの必要症例数 Ν を算出した

凡例： 
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結果，394 例，100 例，45 例であったが，中間解析時点は全て 50%に固定した．ここで標準

偏差を 1.0としていることから， σδ /=∆ で計算される効果サイズと薬効差は等しくなる． 

図 3-2 に結果を示す．中間解析時の薬効差が 0 となる箇所に着目すると，各方法における

指標の値は効果サイズ∆の変動にはほとんど影響を受けないことが確認された． 

 

図 3-2 薬効差の推定値と各無益性中止指標の関係：効果サイズ∆ =(0.2, 0.4, 0.6)  

 
3.2.2 無益性中止のシミュレーション 

LSH 法，PA 法，B 法，PP 法，及び薬効差マイナス法について，帰無仮説および対立仮説

それぞれのもとで，中間解析時に無益性中止と判定される割合および最終解析まで到達し

有意な差が検出される割合をシミュレーションで評価した．設定したシミュレーションの

仮定は以下の通りである． 

 帰無仮説 H0: δ = 0，対立仮説 H1: δ = 0.4 

 有意水準：片側 0.025，検出力：80%  

 必要症例数：N = 100 例/群（2 群間の薬効差を 0.4，共通の標準偏差を 1.0 と仮定し，

上記の有意水準，検出力に基づき算出した） 

 中間解析時点：集積された患者の割合が目標症例数の 30%，50%，70%となる 3 通り 

 中間解析回数：1 回 

 無益性の判定基準 γ−1 ：LSH 法，PA 法，B 法では 20%，PP 法では 5% 

 シミュレーション回数：5,000 回 

これらの仮定の下で，試験薬群では )0.1,( 2δN ，プラセボ群では )0.1,0.0( 2N に従う乱

数を発生させ，中間解析時と最終解析時に Student の t 検定を実施し，中間解析時に無益

性中止と判定される割合および最終解析まで到達し有意な差が検出される割合を算出し

凡例： 
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た．結果を表 3-1 に示した． 

表 3-1 各方法における無益性中止の性能評価のシミュレーション結果 

 中間解析の時点 
30 % 50 % 70 % 

帰無

仮説 

LSH 法 無益性中止の割合 9.90 % 48.40 % 79.30 % 
第 1 種の過誤確率 2.40 % 2.32 % 2.36 % 

PA 法 無益性中止の割合 50.10 % 68.30 % 83.90 % 
第 1 種の過誤確率 2.16 % 2.22 % 2.30 % 

B 法 無益性中止の割合 18.10 % 43.20 % 72.00 % 
第 1 種の過誤確率 2.38 % 2.36 % 2.40 % 

PP 法 無益性中止の割合 38.70 % 59.90 % 78.20 % 
第 1 種の過誤確率 2.32 % 2.30 % 2.36 % 

薬効差マイナス法 無益性中止の割合 50.40 % 51.20 % 51.40 % 
第 1 種の過誤確率 2.16 % 2.30 % 2.40 % 

対立

仮説 

LSH 法 無益性中止の割合 0.20 % 2.10 % 5.50 % 
検出力 80.00 % 79.80 % 79.60 % 

PA 法 無益性中止の割合 6.30 % 6.40 % 8.30 % 
検出力 77.60 % 78.50 % 78.90 % 

B 法 無益性中止の割合 0.80 % 1.70 % 3.40 % 
検出力 79.90 % 79.80 % 79.90 % 

PP 法 無益性中止の割合 3.40 % 3.80 % 5.10 % 
検出力 79.20 % 79.40 % 79.60 % 

薬効差マイナス法 無益性中止の割合 6.50 % 2.50 % 1.20 % 
検出力 77.60 % 79.70 % 80.00 % 

 
PA 法は，他の方法と比較して中間解析時に無益性中止する割合が高い傾向がみられた．

また， PA 法における第 1 種の過誤確率と，検出力は，他の方法と比較して低い傾向にあっ

た．しかし，その差は僅かであった． 

帰無仮説の下での無益性中止は，真に無益な薬剤を試験の途中で中止することを意味し，

その割合は集積された患者の割合が目標例数の 50%で中間解析を行った場合に着目すると，

B 法で最も低く，次いで LSH 法，薬効差マイナス法，PP 法，PA 法の順に高くなっていた．

対立仮説下での無益性中止の割合についての各方法間での大小関係は，帰無仮説下での大

小関係と同じであった． 

また帰無仮説の下での第 1 種の過誤確率と，対立仮説下での最終解析時の検出力は，LSH

法，B 法，PP 法，薬効差マイナス法でほぼ等しくなることが確認された． 
 
4. まとめ 
今回の検討により，以下の点を確認することができた． 

 50%時点で中間解析を実施する際には，無益性の判定基準 γ−1 の値を LSH法で 20%，

PP 法で 5%とすれば，解釈が容易な薬効差マイナス法と同等の判定を行える． 

 PP 法は中間解析時点に大きく依存することなく，帰無仮説の下で無益な薬剤を正し
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く無益性中止する確率が高く，一方で対立仮説の下では誤って無益性中止してしま

う確率を低く抑えることができる方法である． 

3.1.1 節で述べたように，LSH 法による条件付き検出力は，臨床試験計画時に想定した薬

効差に大きく影響を受けるため，薬効差の仮定が真の薬効差から大きく異なっている場合

には無益性判定が正確に行えないという問題点がある．一方，PP 法では得られたデータに

基づいて予測検出力を算出する．このため，計画時の薬効差の仮定に依存しない方法であ

ると考えられた．以上の理由より，応答が正規分布に従う場合の無益性中止の方法として，

私たちは PP 法を推奨したい． 

さらに，中間解析の実施時期についての検討では，目標症例数の 30%，50%，70%いずれ

かの時点で中間解析を実施する場合を考えたが，中間解析を一度だけ実施して無益性判定

を行う際，中間解析のタイミングを試験開始後早期に設定すると，集積されるデータが少

ないため，薬効差の推定値の精度が低く，無益性の判断が下され難い．一方で中間解析の

タイミングを試験後期に設定した場合，中間解析に着手してから無益性の判定結果が出さ

れるまでの間に，症例の登録そのものが終了してしまう可能性もあり得る．したがって，

中間解析は 50%付近で行うことが現実的であろうと考えられた． 

 

今回の研究では，応答が連続型で正規分布に従う場合に限り検討を行ったが，今後は応

答が生存時間型である場合に無益性中止の判定をどのように行えば良いかの検討を進めて

いきたいと考えている．また，今後アダプティブデザインを実際の臨床試験に適応してい

く際，真に無益な薬剤を無益性中止することを重視するか，真に有益な薬剤を無益中止し

ないことを重視するかは，対象疾患が生命を脅かすものかどうか，標準的な治療法が存在

するか否かといった，患者や医療関係者の期待度によっても左右される．そこで無益性中

止の適用にあたっては，医療環境の動向にも注意する必要があることを最後に述べておき

たい． 
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科学研究費シンポジウム「統計モデルによる現象の解析，並びに，その基礎理論 」 
日時：平成 22 年 10 月 21 日(木) ～10 月 23 日(土) 
場所：山形テルサ 研修室 A 
 

遺伝統計学とゲノム応用の最前線 
株式会社スタージェン 遺伝統計解析事業部 

上辻茂男（kamitsuji@stagen.co.jp） 
 
生物の設計図であるゲノム情報が観察可能となり、さまざまな生命の多様性を正確に説明することが可

能となった。ゲノム情報の解析には遺伝統計学の理解が必要不可欠であるが、日本における遺伝統計学

の専門家は少ない。本講演では、遺伝統計学について紹介し、ゲノム情報の観測・解析、さらに現在の

ゲノム研究の応用例について紹介する。遺伝統計学に興味をもつ統計学者が少しでも増えることを期待

する。 
 
１ 遺伝統計学と数理統計学 
遺伝統計学（statistical genetics, 統計遺伝学と訳されることも多い）は生物の継承（heredity）と多様

性（variation）を説明するための学問である。ちなみに Genetics という言葉は 1905 年に Bateson が友

人に宛てた手紙の中で使った造語であり、heredity と variation の概念を融合したものを指した。日本語

では単に「遺伝」と訳すことが多いが、日本人にとって遺伝は「heredity」の意味合いが強く、しばしば

混乱を与える。遺伝統計学において因果は明確である。原因は世代から世代へと安定して継承される対

象物「アレル（allele）」であり、父と母から 1 つずつのアレルを継承され、そのアレルの組み合わせで

ある遺伝型（genotype）によって表現型（phenotype）がきまる。そして原因の継承から表現型まで、

遺伝継承法則（laws of inheritance）によって支配されると考える。遺伝継承法則はメンデルの 3 法則と、

そのうちの 1 つの独立の法則の例外である連鎖の法則からなる。遺伝統計学に基づいた解析は、これま

で数多くの知識をもたらし、特にメンデル型遺伝病といわれる遺伝型との関連性が非常に強い形質（trait、
目的変量に相当する。形質の観測値が表現型である）については、その原因の 99%以上を特定したとい

われる。 
しかしながら遺伝統計学が重要視されたのは最近である。これは 1970 年代まで原因となる遺伝型の観測

が困難であったからだ。それまでの遺伝統計学は「アレルが存在するであろう」との予想の下で考えら

れてきた。そのため、実データを観測し、その観測データから背後に潜むモデルを推測する生物計測学

（Biometrics）の方が優勢であった。生物計測学は Galton や Pearson K を中心に研究され、その研究

による産物は線形回帰モデルやカイ 2 乗検定法など近代統計学の礎となった。生物計測学はデータから

挙動を探るモデル構築が目的であり、一方、遺伝統計学は遺伝継承法則というモデルに従うデータを探

す。両者は真逆の概念であり、しばしばこれら 2 つの学派は対立した。 
現在のゲノム研究では遺伝統計学だけでなく生物計測学も重要視する。近年興味のある形質は、遺伝的

要因だけでなく環境的要因も影響するものが多い。たとえば生活習慣病などは遺伝的要因だけでなく、

年齢や食生活などが影響することは明らかである。そのため、遺伝型で説明される部分は遺伝継承法則

を当てはめ、その他の環境要因は統計モデルを導入して、形質の挙動を説明することが多い。 
 
２ 多型データの観測 
個体は父と母から 1 つずつ配偶子を継承し、22 対の常染色体と 1 対の性染色体からなる。これらには 30
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億の A, T, G, C の塩基（nucleotide）のペアが存在する。この中の 0.1%未満の座位（locus、複数形は loci、
正確な記述ではないが、塩基が存在する場所と考えてよい）では、個体によって存在するアレルが異な

り、この多様性を遺伝的多型（polymorphism）と呼び、特に 1 つの塩基が存在する座位で、多型が生じ

る座位を SNP（single nucleotide polymorphism、スニップと呼ばれることが多い）座位と呼ぶ。現在

では SNP 座位を対象としたゲノム研究が多く行われている。特に約 1,000 万個の SNP のうち数万から

約 100 万 SNP 座位を一度に観測することが可能な DNA チップが開発されており、世界中の研究者が遺

伝型を観測できる環境が整っている。 
さらに数年前には 1 個体の全ゲノム配列を観測する次世代シーケンサ（Next Generation Sequencer, 
NGS, Massively Parallel Sequencer と呼ばれることもある）が登場した。1 個体あたり 10 万円以下で

全ゲノム配列を読むことを目標としたプロジェクトも存在する（$1,000 Genome Project）。観測精度や

莫大なデータのハンドリングに問題を抱えるが、全ゲノム配列を観測できればさらに多くの情報を用い

たゲノム研究が可能となるであろう。最近はある特定の表現型をもつ 1 個体の全ゲノム配列を観測し、

一般集団では存在頻度の小さい遺伝型を見つけることによって、原因を特定する研究が流行っている（ま

だ 1 個体あたりの観測にコストと時間がかかるため）。 
 
３ ゲノムワイド関連研究 
染色体上に存在する多量の遺伝多型座位について、網羅的にその遺伝型を観測し、形質との関連性を探

る研究をゲノムワイド関連研究（Genome-Wide Association Study, GWAS、ジーワス or ジーバスと呼

ばれる）と呼ぶ。先にも述べたが、現在では多量の SNP 座位の遺伝型を一度に観測する DNA チップを

用いた研究が主流である。GWAS では、病気の発症の有無のような質的形質や生化学データのような量

的形質と、DNA チップで観測された多量の SNP 座位のうち、遺伝型と形質の間に遺伝継承法則が有意

に成立する SNP 座位を探しだす。形質を目的変量とし、多量の SNP 座位を説明変量として遺伝継承法

則に基づき解析することが理想であるが、観測個体数は多くても数万個体のため、パラメータの推定は

難しい。そこで GWAS では 1 つの座位に注目し、形質との関連性を検討することを座位数分繰り返す手

法がとられる。最近では、生活習慣病のような環境要因に大きく依存する形質を扱う場合には、遺伝型

には遺伝継承法則、環境要因には線形回帰モデルや一般化線形モデルを導入し、形質との関連性を遺伝

的要因と環境的要因に分けて説明することも多い（Fisher RA の提唱した相加的ポリジーンモデル）。 
この GWAS は 2003 年に日本の理化学研究所が世界で初めて行った。そして、SNP 座位の場所の特定

（HapMap プロジェクト）、DNA チップの技術が確立して 2005 年頃から世界中で行われるようになっ

た。今では Nature や Nature Genetics などの雑誌では必ず GWAS の結果を見かけるまでになった。し

かしながら GWAS の研究報告には誤りも非常に多い。1 つの問題はタイプⅠの誤りの多重性である。通

常 GWAS で見つかる関連 SNP 座位は 100 万 SNP 座位のうち数個である。そのため、統計的評価を行

う際には多重比較（multiple comparison）の概念を利用する。また DNA チップによる遺伝型の観測は、

化学的特徴上、ランダムに遺伝型を誤ることは少なく、ある傾向をもって誤るため関連性があるように

見えてしまう。そのため、DNA チップの構造はもちろんのこと、遺伝学や生物学を理解して解析を行わ

なければならない。これらの知識をもって、解析前にデータを浄化することが必要である。臨床研究の

背景や生物学、医学、遺伝学に基づいて、観測された多型データをクリーニングしなければ正しい結果

を見つけ出すことはできない。さらに、解析対象となる座位が多量であるのに対して、解析対象集団は

42



少ないため十分な検出力をもった研究ができない場合が多い。ゲノム研究を実施する際には、検出力シ

ミュレーションを行い、計画する研究の妥当性を事前に評価することが重要との認識が高くなってきた。 
現在、ゲノム研究を行う際には必ず統計学者を研究プロジェクトに加えることが浸透しつつある。統計

的に研究を計画し、解析および解析結果の解釈、さらに結果を正しく発表・公開することが重要であり、

ゲノム研究における統計学者の需要は高い。 
 
４ ゲノム研究の応用 
ゲノム研究は人だけでなく様々な生物に応用にされている。 

４.１ PGx 研究 

薬剤の安全性や有効性は、個人によってその結果は多様である。ある薬剤を服用することによって、稀

な割合であるが副作用を発症する場合がある。薬剤服用による副作用発症は、薬剤の開発段階である治

験では予測できない場合が多い。それは副作用発症の割合が非常に小さいこと、また治験における観察

対象のサンプルサイズが小さいことが主な理由である。つまり、少ないサンプルでは副作用発症者を観

測することができないからである。また、副作用発症の原因を生化学データで予測することも難しい。

生化学データは環境に起因するものが多く、データの確実性としてはゲノムデータほど高くない。 
ファーマコゲノミクス（Phamacogenomics）研究はゲノム情報を用いた薬剤にかかわる研究全体を指す。

もともとアレルが観測される前から薬剤との関連性について研究されており、それを薬理遺伝学

（Pharmacogenetics）と呼んだ。これら 2 つの研究を合わせて近年では PGx 研究と呼ぶ。薬剤服用に

よる安全性や有効性が個体によって多様であり、その原因が遺伝的多様性にあると考え、その遺伝的要

因を探索する研究である。多くの場合は候補遺伝子研究（candidate gene approach）という GWAS と

は対称的な方法で行われる。生物学、医学的に関連性が見込まれる座位を絞り込み、それら特定の座位

についてのみ関連性を議論するものである。PGx 研究によって薬剤の副作用発症の確率を予測すること

が可能となり、個体の遺伝多型によって薬剤の処方を選択するオーダーメイド医療（personalized 
medicine）も実際に行われている。 
ただし先述したが、治験においてサンプルサイズは非常に小さい。また副作用を発症した個体を収集し

ても、数十人に満たない場合も多い。そのため研究の検出力が問題となる。確かに、PGx 研究における

遺伝的要因の形質に対する関連性の強さは大きいが、サンプルサイズの小ささは深刻な問題である。そ

こで 1 つの回避方法として、比較対称群のサンプルサイズを増やすことが考えられる。現在は健康な個

体を集め、複数の製薬企業が共通して使用可能な多型データを収集するコンソーシアムが生まれている

（日本 PGx データサイエンスコンソーシアム、JPDSC）。 
４.２ 畜産動物への応用 

DNA チップは人だけでなく様々な動物についても開発されている。たとえば薬剤の開発における動物実

験ではマウスや犬を用いることが多く、これら試験動物の多型データを DNA チップを用いて観測し、化

合物に対する反応性についてゲノム研究を行っている。 
また人間社会に重要な畜産動物についての DNA チップも開発されている。社会的問題となった畜産動物

に関する問題として産地偽装がある。たとえば沖縄アグーブランド豚は、沖縄県が把握している出荷量

よりはるかに多い量が流通している。そこで沖縄アグーブランド豚の多型情報を観測することによって、

その遺伝的類似性からブランド判別の研究が行われている。 
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５ 遺伝統計学に関する参考文献 
ゲノム情報は生物の設計図であり、非常に安定して世代へ伝わることから、確実性の高い情報である。

しかしながらそのデータ量は膨大であり、その中から真なる情報を導くためには統計学を理解したゲノ

ム研究者が必要不可欠である。本講演で少しでも遺伝統計学に興味をもっていただければ幸いである。

最後に遺伝統計学の参考書をいくつか挙げておく。 
 
遺伝統計学の入門書（読み物的） 
鎌谷直之（2009）オンリーワン・ゲノム―今こそ『遺伝と多様性』を知ろう、星の環会。 
上辻茂男（2008）遺伝統計学へようこそ、BTJ ジャーナル（計 15 回連載）。15 回分の連載が総集編とし

て無料ダウンロード可。http://biotech.nikkeibp.co.jp/btjjn/#btjj0905 
 
遺伝統計学の教科書（統計学の知識がある方へ） 
Ott J (1999) Analysis of Human Genetic Linkage, 3rd edition, The Johns Hopkins University Press. 
鎌谷直之（2007）遺伝統計学入門、岩波書店。 
 
遺伝統計解析のソフトウェアについて 
Genetic Analysis Software, http://www.nslij-genetics.org/soft/, http://linkage.rockefeller.edu/soft/ 
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遺伝統計学とゲノム応用の最前線

上辻茂男

h h

統計モデルによる現象の解析，並びに，その基礎理論

Shigeo Kamitsuji, PhD

株式会社スタージェン 遺伝統計解析事業部

日時：平成22年10月21 日(木) ～10月23日(土)
場所：山形テルサ 研修室Ａ
世話人：加藤 剛 先生（山形大学）

2

統計学は遺伝学から始まった

生物計測学派 メンデル学派

計測されたデータから
遺伝的要因と形質の関係を探る

遺伝的要因と形質の間では
メンデルの法則が成立している

大喧嘩

C リンネ，18世紀
生物分類学

CR ダーウィン，1859
ダーウィンの進化論

F ゴールトン，20世紀
回帰

K ピアソン，20世紀
相関係数，カイ2乗検定

W ウェルドン，19世紀
動物学者

G メンデル，19世紀
メンデルの法則

W ベートソン，20世紀
Geneticsを提唱

W ヨハンセン，20世紀
Geneを命名

RA フィッシャー，20世紀
仮説検定、尤度

3
遺伝統計学に関する業績
生物計測学派

Francis Galton (1822 –1911)

ダーウィンのいとこ

ナイチンゲールと
親戚関係

様々なものを計測して
関連性を調べる

Karl Pearson (1857 – 1936) 

数学に真実を求め、
現実世界にあてはめ
ようとした

数学的能力に長
けていた関連性を調べる

回帰 (Regression)

子の身長の両親の
平均身長の上への
回帰を示すゴール
トンの図

けていた

ピアソンの相関係数

ピアソンのχ二乗検定

モーメント生成関数やモーメントの概念

異なった分布の間の関係と確率密度関
数、分布関数

Biometrika, Ann Hum Genetの創始者の
一人

現代の数理統計学の基礎を築いた1人

4
遺伝統計学に関する業績
メンデル学派

Gregor Johann Mendel (1822 – 1884) 

メンデルの法則

分離の法則

独立の法則

優劣の法則

メンデルの法則の再発見

Sir Ronald Aylmer Fisher(1890 – 1962)

ダーウィンの進化説

メンデルの遺伝継承法則

突然変異（mutation）

Modern synthesis

数理的に統合

メンデルの法則の再発見

1901年、ドフリスの突然変異

1902年、サットンの染色体説

1902年、ガローのアルカプトン尿症の遺伝形式

連鎖の法則

1908年、ベイトソン

スイトピーで独立法則の例外を発見

1910年、モルガン

ショウジョウバエの唾液腺の染色体の観察
と交配実験により，形質と染色体の一を対
応させ，染色体地図を作成

分散の概念、分散分析

中心極限定理

仮説検定、フィッシャーの正確検定

ランダム化の重要性

連鎖解析

相加的ポリジーンモデル

現代の数理統計学の基礎を築いた1人

個体間の多様性（variation）: 
生物計測学の概念

5

学派の衝突

生物計測学派 メンデル学派

K ピアソン

証明無しに正しい
法則はない

RA フィッシャー

メンデルの法則は
正しい

大喧嘩

息子

Egon Sharpe Pearson Jerzy Neyman

K Pearson 1904‐1934

RA Fisher 1934‐? (World War II)

L Penrose 1945‐1965

Galton Professors of Eugenics

息子

最強力検定

信頼区間

数学者

Department of Statistics in UC Berkeley

1938年にBerkeleyに移り、UCBに統計学部を設立

日本の統計学の原点

戦後伝わった統計学は数理統計学
GHQ

6

遺伝継承法則

遺伝継承法則

アレルを対象とした原因と結果との間の確率モデル

分離の法則 独立の法則 優劣の法則

遺伝子型
A/a

Ａ a

B b

連鎖の法則

/

A or a

B b

Ａ or a

B or b

メンデルの３法則
＋

連鎖の法則
（独立の法則の例外）

遺伝継承法則に基づき
安定した確率で観測できる
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7ゲノム研究の利点
安定したデータ

ゲノム

mRNA

高 低

観測

タンパク質

小分子

身体

確実性 重要性

低 高

測定
環境

生活
環境

8

ゲノム情報取得技術の飛躍的な向上

アレルの観測

DNAチップ Massively parallel sequencer候補遺伝子タイピング

技術革新により安価にかつ大量に観測が可能となった

Invader法Invader法
TaqMan PCR法
GoldenGate法
・・・

～1,000,000座位 ～3,000,000,000座位

ゲノムワイド関連研究（Genome‐Wide Association Study, GWAS）

形質に関連する遺伝子を網羅的に探索する

9

過去の記録や記憶の信憑性が問題

ゲノム研究の利点
記憶の信憑性の確からしさ

疫学研究 ゲノム研究

ケース・コントロール研究

酒一合未満

酒一合以上 AA 

AT 

ケース群 コントロール群

時間経過

研
究
の
方
向

ケース群 コントロール群

時間経過

収集 タイピング

記憶が薄れている
ゲノム情報は
変わらない

10

正確な予測

連鎖解析

遺伝継承法則に基づいたゲノム関連解析

次々と病気の原因が明らかにな た

例）連鎖解析によるFamilial Juvenile 
Hyperuricemic Nephropathy (FJHN)
疾患関連座位の探索
(Kamatani N et al. Arthritis Rheum. 
2000;43(4):925‐9)

次々と病気の原因が明らかになった

11

ゲノム研究の目標：個別化医療

個別化医療（personalized medicine, オーダーメイド医療）

患者1人1人に適切な医療を提供する

東京女子医科大学附属
膠原病リウマチ痛風センターの

個別化医療

抗リウマチ薬の効果や副作用を予測抗リウマチ薬の効果や副作用を予測

ゲノム研究は正確な予測が可能

薬剤に適した患者をさがす

12

ゲノムワイド関連研究

ゲノムワイド関連研究（Genome‐Wide Association Study, GWAS）

形質に関連する遺伝子を網羅的に探索する

全ゲノムをほぼカバーするSNPのリストが作成された（HapMapプロジェクト）

個人あたり50から100万SNPの遺伝子型が決定できるようになった（DNAチップ）

膨大な遺伝子型データを統計処理する方法が開発された

統計的には難しくなった

ゲノムワイド関連研究はゴミをつかみやすい

観測の問題 解析の問題
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13

情報が増えると誤りも増える

“偶然の関連性”を評価する機会が増える

タイプＩの誤りの多重性

14

ゲノム情報は安定した有用な情報

Yamaguchi‐Kabata Y. et al. 
Am J Hum Genet. 2008 
Oct;83(4):445‐56.HapMapDB

四角点（青）：日本人
丸点（赤） ：中国人

15

本日のお話

ゲノム研究と様々な分野への応用

1. 遺伝統計学について

ゲノム情報

遺伝統計学と現在のゲノム応用について紹介

ゲノム情報を用いた解析

2. ゲノム情報の応用

人への応用

家畜への応用

ちょっと宣伝

株式会社スタージェン

遺伝統計学の基づいた受託解析

遺伝統計学教育

ゲノム研究のコンサルテーション

ゲノム研究に必要なシステム構築

http://www.stagen.co.jp/

１．ゲノム情報
２．ゲノム情報と形質の関連解析

Ⅰゲノム情報を用いた解析手法

17

染色体の螺旋構造

base pair (bp)

http://www.accessexcellence.org/RC/VL/GG/chromosome.html 鎖（strand）

18

ゲノム配列とたんぱく質の合成

5’

5’

3’

3’

コドン

連続する３塩基でアミノ
酸をコードする１単位
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19

ゲノム配列とその変化

開始LysAspLeuArg

終止 開始Arg Asp

欠失異なるたんぱく質が得られる

20

ゲノム変異とSNP

ゲノム変異（genomic variation）

由来の異なる配偶子も含めた集団内におけるゲノム配列の違い

SNP

一塩基置換
（single nucleotide polymorphism）

STRP

short tandem repeat polymorphism
2塩基から5塩基の繰り返し

20

AATAGGTGAG
AATAGCTGAG ATATAT・・・AT

ATATATATAT・・・AT

繰り返し数

14

18

挿入/欠失 VNTR

variable number of Tandem Repeat
数塩基から数十塩基の繰り返し

insertion/deletion

遺伝的多型

ゲノム配列の個体間の違い

21

アレルと遺伝型

TAAGGGAAGG

父 母

21

アレル（allele）

父からアレルGを継承された

母からアレルTを継承された

SNPに注目

遺伝型（genotype）

この場合はG/T

G G A A G

G G A A T

座位（locus）

アレルの存在場所

注目する変異に対して
アレル、遺伝型が存在

22

SNPの観測

SNP観測技術

DNAチップ個別タイピング

個体の遺伝子型の観測

網羅的にSNPを観測する1つのSNPを観測する

Invader法
TaqMan PCR法
GoldenGate法
・・・

1度に1,000,000SNPsの遺伝子型を観測することができる

正確な遺伝子型を観測
することができる

23

Whole Genome Sequencing

全ゲノム配列決定

最も根本的な原因であるアレルが網羅的に観測できる

多型データの網羅的観測

SNP, STRPなども同時に観測できるSNP, STRPなども同時に観測できる

CNVもより明確に観測できる

ハプロタイプの観測

アレルの由来元が観測できる可能性

SOLiD (ABI社製）
質とコストが問題

24

Whole Genome Sequencing

現在100万円以下で読める

数年後には10万円
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25

Whole Genome Sequencing

Fragment libraryを用いたゲノム研究のデザイン

ATGGCAGT

ＡＡＴＴATGGCAGＴＧＡＡＴＧＣT ＡＡＴＴGGCTTAGGAGTCCTGAATGACGTAGTAGTAGCCCAATGGCAGＴＧＡＡＴＧＣT

1断片あたり片方由来の
側鎖を観測する誤り

人間の全ゲノム
1断片5回観測（1スライドあたり）

5’ 5’

5’3’ 3’5’

3’ 3’ 5’ 3’

どの鎖の塩基配列を
決定したのか分からない

父由来 母由来

片方由来の側鎖のみを
観測する誤り

すべて
ホモ型

16
1

１．ゲノム情報
２．ゲノム情報と形質の関連解析

Ⅰゲノム情報を用いた解析手法

27観測個体の収集法と関連性の強さの指標
ケース・コントロール研究とコホート研究

リスク（＋） リスク（－）発症（＋） 非発症（－）
発症群ケース群

ケ ス コント

シャッフルして
ランダムに抽出

追跡
調査

非発症群

リスク（＋）群 リスク（－）群

コント
ロール群

ケース・コント
ロール研究

コホート研究

ラ 抽 調査

28観測個体の収集法と関連性の強さの指標
コホート研究と推定値

発症（＋）

リスク（－）群

コホート研究

相対危険度（Relative Risk, RR）

リスクあり（＋）の中で発症（＋）割合と
リスクなし（－）の中で発症（＋）割合の比

非発症（－）

リスク（＋）群

陽性的中率 （Positive Predict Value, PPV)
リスクあり（陽性＋）の中で発症（陽性＋）の人の割合

陰性的中率 （Negative Predict Value, NPV)
リスクなし（陰性－）の中で非発症（陰性－）の人の割合

29観測個体の収集法と関連性の強さの指標
ケース・コントロール研究と推定値

ケース群
（発症群）

コントール群
（非発症群）

ケース・コントロール研究

オッズ比（Odds Ratio, OR）

ケース群のオッズとコントロール群のオッズの比

リスク（＋） リスク（－） リスク（＋） リスク（－）

感度（sensitivity）

ケース群（発症、陽性）の中で
リスクあり（陽性）の人の割合

特異度（specificity）
コントロール群（非発症、陰性）の中で

リスクなし（陰性）の人の割合

30

ゲノム関連研究の目的

ゲノム関連研究の２つの目的

関連性の有無の検定 関連性の強さの推定

観測された座位の遺伝子型と形質との間の関連性について検討する

遺伝的要因

環境的要因

遺伝継承法則に従うのか統計的に検討する

49



31

比較対照ゲノム関連研究における仮説

SNP研究における仮定

原因座位の場所への仮定

研究対象である形質の原因座位について２つの仮定をおく

優劣の法則への仮定

今注目しているSNP座位と非常に近い 優劣の法則にしたがって表現型が決まる

SNP座位原因座位は
すぐ近くにあると仮定

優性様式 劣性様式
すぐ近くにあると仮定

絶対連鎖不平衡の状態

SNP座位における遺伝子型の挙動と
原因座位の挙動は１対１に対応する

遺伝子型様式 傾向性

AA or AT TT AA AT or TT

AA AT TT AA AT TT

これらの仮定が正しいかどうか検定する

32SNP研究の関連性の検定
ケース・コントロール研究

仮説の下での観測の表現法

優性様式

AA or AT TT

AA+AT TT 合計

ケース群 48 52 100

コントロール群 32 68 100

合計 80 120 200

ケース群 コントロール群

TT AT TTAT AT AT

AT AA AT AT TT TT

主張する仮説対抗馬

ケース群とコントロール群
において，アレルAを保有
する頻度は同じである．

ケース群とコントロール群
において，アレルAを保有
する頻度が異なる．

母比率の差は0でない母比率の差は0である

AA+AT TT 合計

ケース群 0.48 0.52 1

コントロール群 0.32 0.68 1

0.48‐0.32=0.16

各群における遺伝子型頻度

母比率の差

仮定

仮説検定

どちらの仮説がもっともらしいか検定する

関連性がある関連性がない

33

頻度 母比率の差

AT+AT TT 合計

ケース群 42 58 100

コントロール群 38 62 100

合計 80 120 200

AT+AT TT 合計

ケース群 0.42 0.58 1

コントロール群 0.38 0.62 1

合計 ‐ ‐ ‐

SNP研究の関連性の検定
ケース・コントロール研究

関連性がない仮説の下での母比率の差の分布を作成する

0.42‐0.38=0.04

母比率の差を計算するために多くの実験をする

このSNPに関連のない形質に関するケース・コン

トロール研究をたくさん行い，母比率の差を計算
する

関連性がないので母比率の差は
0を中心にばらつく

34SNP研究の関連性の検定
ケース・コントロール研究

有意水準と棄却域の設定

帰無仮説で観測されにくい母
比率が観測されたら，その実
験は帰無仮説の下で得られた
と考 る 対立仮説から

仮説の検定の考え方
この実験の場合は関連性のない仮説が帰無仮説

と考えるよりは，対立仮説から
得られた観測だと考える

有意水準

棄却域

どのくらいの観測されにくさで設定
するのか，その確率

有意水準の確率に相当する母比
率の差の値域検定には帰無仮説の分布しか使わない

35SNP研究の関連性の検定
P値、分布の数学的近似

P値（probability value, p‐value）

帰無仮説の下で
観測された値より稀な値をとる起こる確率

全体の
中でしめ
る割合

帰無仮説に従う分布

帰無仮説の下での母比率の差の分布を数学
的に作成する

観測から計算し
た母比率の差

P値による結果の評価の利点

P値だけで有意水準との比較ができる

どのくらい稀な出来事か判断しやすい

数学的に実験したことにする

分布を数学的に近似したらカイ２乗分布
→カイ2乗検定

36

ゲノムワイド関連研究

ゲノムワイド関連研究（Genome‐Wide Association Study, GWAS）

形質に関連する遺伝子を網羅的に探索する

全ゲノムをほぼカバーするSNPのリストが作成された（HapMapプロジェクト）

個人あたり50から100万SNPの遺伝子型が決定できるようになった（DNAチップ）

膨大な遺伝子型データを統計処理する方法が開発された

P=0.15, OR=1.2
P=0.71, OR=1.1
P=3e‐4, OR=2.3

P=0.81, OR=1.2
P=0.36, OR=1.1
P=0.01, OR=1.7

P=0.55, OR=1.2

P=0.91, OR=1.1

P=2e‐6, OR=2.3

P=0.15, OR=1.2

P=0.71, OR=1.1

P=3e‐4, OR=2.3

P=0.15, OR=1.2

P=0.71, OR=1.1

P=0.19, OR=0.9

各座位について
●関連性の有無の検定結果
●関連性の強さの推定値
が得られる
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37
ゲノムワイド関連研究
検定結果の視覚化

連鎖不平衡の強い座位では検定結果が同じ挙動をする

マンハッタンプロット

37 38ゲノムワイド関連研究
多重比較法

多重比較法（multiple comparison method）

検定の規模や検定の結果を考慮して有意水準を設定する方法

ボンフェローニの不等式に基づいた補正法
（ボンフェローニの補正法、Bonferroni’s correction）

FDRに基づく有意水準の設定法

検定の規模に基づいて設定する 検定の結果を考慮して設定する

（ボンフェロ の補正法、Bonferroni s correction）
（BH法、FDR=False Discovery Rate）

全体の誤りを5%におさえたいとき

1回の検定の有意水準＝
0.05

SNP座位数

100万座位の場合、0.05/1,000,000=5E‐8

QQプロット
（Quantile‐Quantile プロット）

実験前（研究デザイン）：ボンフェローニの補正法
実験後：BH法、QQプロット

Permutation test

39

3
4

d)

ゲノムワイド関連研究
log Quantile‐Quantile p‐value plot

すべてのSNPにおける関連性の検定が帰
無仮説に従うのであれば，そのP値は一
様分布する．
⇒すべてのSNPが形質と関連がない．

対立仮説に従う
と予想される

有意と判断するＰ値に対
する閾値の目安ともなる

確率点確率点プロットによる関連性の判断

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0
1

2

-log10(expected)

-lo
g1

0(
ob

se
rv

ed

niP
n
i

i ,...,2,1,, )( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

確率点確率点プロット

は直線に並ぶ．
ここでnは検定の対象のＳＮＰの個数，
P(i)はi番目に小さいP値である．

帰無仮説に従う
と予想される

一様分布の
経験分布関数

両軸ともに常用対数を
とり‐1倍しているので
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と並んでいることに注意．

log Quantile‐Quantile (QQ) p‐value plot
(Balding, D.J. (2006), Nature Reviews Genetics, 7, 10, 781‐791.)

関連があるSNPが含まれる場合，そのP値は
直線から外れる（期待値よりも小さくなる）

1. PHARMACOGENOMICSへの取り組み
2. 家畜への応用：アグーブランド豚識別法

Ⅱゲノム情報の応用

41

Pharmacogenomics（ゲノム薬理学）→PGx

ゲノムDNAの解析を伴う薬物代謝、薬物反応と遺伝の関連

Pharmacogenomics

PharmacogeneticsとPharmacogenomicsを合わせてPGxと呼ぶ

薬理遺伝学と呼ばれDNAが観測でき
なかった時代の薬物に関する遺伝学

薬理遺伝学： Pharmacogenetics
ゲノム薬理学：Pharmacogenomics
PGx = Pharmacogenetics + Pharmacogenomics
個別化医療：Personalized medicine
テーラーメイド医療：Tailored medicine
オーダーメイド医療：Order‐made medicine

この分野、造語がいっぱい

42

近年の薬剤の添付文書

薬剤 対象疾患 関連 添付文書

Trastuzumab (Herceptin) 乳癌 効果
癌細胞にHer2/neuの発現

増強がある場合に使用

6-Mercaptopurine
(6-MP)

小児白血病

など
副作用

TPMTの低下した個体に

副作用

Atomoxetine (Strattera) 多動症 副作用
CYP2D6の変異があると

副作用

Erlotinib (Tarceva) 肺小細胞癌 効果 EGFR陽性の癌細胞に効果

Irinotecan 癌 副作用
UGT1A1に変異のある個体に

副作用

Isosorbide dinitrate and 
hydralazine (BilDil) 心不全 効果 黒人で効果

米国は個別化医療を重視し始めた: できるだけ効果があり、副作用のない薬を個別に選択する
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PGxの応用：個別化医療

個別化医療（personalized medicine, オーダーメイド医療）

患者1人1人に適切な医療を提供する

東京女子医科大学附属
膠原病リウマチ痛風センターの

個別化医療

抗リウマチ薬の効果や副作用を予測抗リウマチ薬の効果や副作用を予測

薬剤に適した患者をさがす

44

PGx研究の問題

サンプルサイズが少ない

治験（Clinical Trial）

Phase 1 健常人を対象とした安全性のテスト
20~30人

コホート試験

副作用症例報告

病院患者コホート研究

Phase 2

Phase 3

Phase 4

患者群を対象とした有効性、安全性のテスト
20~30人

患者群を対象とした既存薬との比較テスト
100人程度

市販後調査（6ヵ月程度）
数千人

病院患者コホート研究

副作用イベントはもともと少ない

数万人観察して30人程度

45

PGx研究の問題

検出力は小さい

ケース群のサンプルサイズが少ないため、検出力は低下

PGxの検出力に対するAdvantage

コントロール群のサンプルサイズ
を増やす

コントロール群のサンプルサイズを増やし
て検出力を上げる

ケース群を30名としたとき、コントロール群の

サンプルサイズ（横軸）を増やした場合の検出
力（縦軸）シミュレーション。

関連性は強いことが多い

比較的みんながリスクを持っている

46

日本PGxデータサイエンスコンソーシアム

共通の健常人集団の確保

加盟製薬企業が共通して使用
できる質の高い健常人集団の
ゲノム情報の蓄積

正しいゲノム情報の使い方と
統計的手法の知識習得統計的手法の知識習得

現在1,000人分のゲノム情報を取得

来年までに3,000人分取得予定

今後の治験

遺伝的に代謝の悪い人を治験から除外することができる

副作用の発症の有無を早い段階から正確に予測することができる

効果の高い人を選択することができる

1. PHARMACOGENOMICSへの取り組み
2. 家畜への応用：アグーブランド豚識別法

Ⅱゲノム情報の応用

48

アグーブランド豚の定義

アグーブランド豚

アグー雄 西洋種雌

稲嶺ら（2009）琉球在来豚（アグー）の近交退化を緩和する

ための育種技術の確立、沖縄県畜産研究センター研究報
告，47．

アグー豚（左）と西洋種（右）
アグーブランド豚

(50%)

アグー豚（純粋種）を雄とし、西洋種雌（4種）またはアグーブランド豚雌として交配した豚
をアグーブランド豚とよぶ
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49

アグーブランド豚の定義

アグー純粋種 西洋種

戻し交配

アグー純粋種を雄として、アグーブランド豚（雌）とのかけ合わせもアグーブランド豚

random 
mating

3, 4 ,5, 6, …はすべてアグーブランド豚

50

偽アグーブランド豚の増加

アグー豚雄（純粋種）

約600頭（登録制）

アグーブランド豚

約14,000頭

出荷量はもっと多い

多くの偽物が含まれている可能性がある

51

アグーブランド豚識別SNPの同定法

アグーブランド豚の識別

未知の観測個体がアグーブランド豚であるかの判定、さらにブランドレベルの識別

93.75% 87.5% 75% 50% 50%未満 or 別種

アグーブランド豚 偽アグーブランド豚

ゲノム情報を用いた識別法

52

ゲノムワイドチップを用いたアグーブランド豚識別法

アグー純粋種

約60,000SNPsを観測

未知の豚

genotyping

豚用ゲノム
チップ

登録アグー

ALGA009 ALGA014 ALGA021 ALGA022 ALGA046

A001 AT CC AA AT CC

A002 AT CG AA TT CC

A003 TT CG AA TT CG

A600 AT CC AA AT CC

アグー純粋種のSNPデータベース

ALGA009 ALGA014 ALGA021 ALGA022 ALGA046

U001 AT CC AA AT CC

遺伝的な一致率を推定

遺伝継承法則に
基づいた推定

53NIBDの期待値とアグーブランド豚識別法
個体間の同祖アレル、IBDとIBS

IBD (Identity By Decent)

ある1つの座位において2人の保有アレル
が同祖である

Aa Bb

ある１つの座位において2人の保有アレル
が同祖である可能性がある

AT AT

IBS（Identity By State）

AB Ab

個体3と4のアレルAは同祖である

個体2と3のアレルBは同祖である

IBDの例

AT AT

個体3と4のアレルTはIBSであるがIBDと
は限らない

IBSの例

54NIBDの期待値とアグーブランド豚識別法
NIBD

ある１つの座位において2人の間でIBDであるアレルの個数

Aa Bb Aa Bb Aa Bb

NIBD（Number of alleles shared Identity By Descent）

個体3と個体4の間のNIBD

AB ab AB Ab AB AB

NIBD=0 NIBD=1 NIBD=2

NIBDは0, 1, 2のどれかの値をとる

53



55NIBDの期待値とアグーブランド豚識別法
NIBDの分布と期待値

NIBDが0, 1, 2となる確率

Aa Bb
個体3 個体4 個体3 個体4 個体3 個体4
AB ab AB Ab AB AB

NIBD=0 NIBD=1 NIBD=2

NIBDの分布とNIBDの期待値

個体3と個体4の間のNIBDの分布

Ab aB aB Ab Ab
aB Ab Ab AB aB aB
ab AB ab ab ab

aB ab
AB

ab aB

4
1)0( ==NIBDP

2
1)1( ==NIBDP

4
1)2( ==NIBDP分離の法則

NIBDの期待値

1)(
2

0
==∑

=x
xNIBDxP

56

NIBDを用いた解析法

ノンパラメトリック連鎖解析

浸透率を設定しない解析

データの収集が特徴的

罹患した個体に注目して家系を集める

罹患同胞対解析 TDT解析（ Transmission Disequilibrium Test ）

56

分離の法則の例外

・・・ ・・・

罹患した兄弟とその両親のデータを集める 罹患した子供とその両親のデータ
（トリオデータ）を集める

AT AT AT AT AT AT

・・・
AAAAAA

片方のアレルが
伝達される割合が多い

57NIBDの期待値とアグーブランド豚識別法
戻し交配とNBIDの期待値

個体1と戻し交配（バッククロス）によって観測された個体4の間のNIBDの分布と期待値

バッククロスとNIBDの期待値

AaBb

個体3 AB Ab

個体1 個体4 NIBD 個体1 個体4 NIBD

Aa AA 2 Aa AA 2

AB, Ab
aB, ab

Aa AA 2 Aa AA 2

AB 1 Ab 1

aA 2 aA 2

aB 1 ab 1

個体3 aB ab

個体1 個体4 NIBD 個体1 個体4 NIBD

Aa Aa 2 Aa Aa 2

AB 1 Ab 1

aa 2 aa 2

aB 1 ab 1

NIBDの期待値

5.1
16
82

16
81 =×+×

Proportion of shared alleles

75.0
2
5.1
=
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戻し交配とNBIDの期待値

バッククロスとNIBDの期待値

個体1と個体5の間のNIBDの期待値

75.1
4
32

4
11 =×+× 5.0

2
11

2
10 =×+×

個体1と個体4の間のNIBDの期待値

(87.75%) (25%)
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IBDの分布の推定、NIBDの期待値の推定

未知の個体とアグー豚（純粋種）とのNIBD期待値推定

登録アグー

登録ID NIBD
Proportion of 
shared alleles

A001 0 24 12%

登録アグーとのNIBDおよび
同祖アレル保有割合

すべての登録

同祖となるアレルの個数を含む割合
が50％を超えた登録アグーがいれば、
アグーブランド豚である可能性が高い

A001 0.24 12%

A002 0.42 21%

A003 0.1 5%

A123 1.76 88%

A539 0.82 41%

・
・
・

・
・
・

NIBDの期待値を算出

アグーについ
て算出

60NIBDの期待値とアグーブランド豚識別法
未知個体のNIBD推定

未知の個体とアグー豚（純粋種）とのNIBD期待値推定

登録ID NIBD
Proportion of 
shared alleles

登録アグーとのNIBDおよび
同祖アレル保有割合

西洋種（0%）

アグー豚を雄とした場合と

12
11 −−= nnp

Proportion of shared alleles
for n generation

A001 0.24 12%

A002 0.42 21%

A003 0.1 5%

A123 1.76 88%

A539 0.82 41%

・
・
・

・
・
・

アグー豚(A123)

50%アグー

75%アグー

87.75%アグー

93.75%アグー

それ以外との区別

同じproportion同士を交配させた豚
以外は区別できる

93.75% 50%

50% 50%

71.875%

50%

判別
可能

判別
困難
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問題点と解決策

費用の問題

豚の遺伝子検査にコストがかかると
アグーブランド豚の単価を上げるしかない

識別に効率のよいSNPの選択

検出力によるSNP数の推定

その他の沖縄ブランド産地保護

シイクワシャー（シークヮーサー、ヒラミレモ
ン、クガニー）

産地偽装多し！
代用できるバイオマーカ―の探索

脂質

しらかわファームHPより
http://shirakawanouen.blog.so‐

net.ne.jp/2009‐09‐02

国策である那覇空港のハブ化に伴い、東
南アジアを産地とするシークワーサーが
多く入ってくる

産地偽装多し！

植物は単価が安すぎて遺伝子検査が
難しい

62

さまざまな分野へのゲノム情報の応用

植物

ユーカリのゲノム研究

ユーカリの気候・土壌に
よる発育の遺伝的要因
の探索

日本人の出身地予測

ゲノムワイドチップを用いた日本人出身地
予測

王子製紙HP
http://www.ojipaper.co.jp/envi

/mori/syokurin/index.html

の探索

Natsuhiko Kumasaka, PhD
人の疾患原因はもちろん

多くの分野でゲノム情報が
活用されています
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遺伝統計学を始めてみませんか？

統計学→遺伝統計学は◎、生物学→遺伝統計学は△

統計学の知識を実感し納得できる分野

興味を持たれ方は是非！

kamitsuji@stagen.co.jp

遺伝学から統計学へ

統計学から遺伝学へ

中高生から読める遺伝学の本

数学のいらない遺伝統計入門書

ゲノム研究の現状を知る
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ルートn一致推定量を用いたラプラス近似の妥当性について

高崎経済大学　宮田庸一1

1 はじめに

ベイズ統計におけるラプラス近似は, ベイズ推定量, ベイズファクター, 予測分布を近似するときにしばしば

用いられる. ラプラス近似の妥当性を議論する場合,多くの著者 (Crowder 1998, Tierney, and Kadane 1986,

Miyata 2004) は”well-behaved data sequences”という観点からの十分条件を与えている. ”well-behaved

data sequences”とは, Laplace近似が妥当性を持つために, 事後分布がよい振る舞いをすることにつけられ

た条件であり, 推定量を含んだ条件となっている.

一方で, Johnson and Ladalla (1979), Ladalla (1990), Kass, Tierney, and Kadane (以後 KTKと略, 1990)

らは, 統計モデル（尤度）に対して条件をつけてラプラス近似を導出するアプローチがある。特にKTKに

より提案された条件は Laplace regularityと呼ばれている. 多数の著者により計算しやすい推定法が提案さ

れていることを考えると, MLEに限らず、より広いクラスの推定量を中心に漸近展開した方がより応用し

やすい。しかし実際には最尤推定量 (MLE), もしくは事後モードを中心に漸近展開する手法に限定されて

いることが多い.

このため今回は以下の報告を行う.

• √n一致性を持つクラスの推定量を中心に漸近展開した場合のラプラス近似の導出.

• 近似が妥当性を持つための十分条件を Kass, Tierney, and Kadane(1990)の Laplace regularityを拡張す

る形で与える.

• Op(n
−1)の漸近誤差を持つ Laplace近似の構築法

2 準備

Θ = Θ1 × · · · × Θd ⊆ R
d をパラメーター空間とし, θθθ ≡ (θ1, ..., θd)

′ ∈ Θとする. ここで ′ は転置を表す.

(Ω,A)を可測空間, P = {Pθ : θ ∈ Θ}は (Ω,A)上の確率分布族, {Yi : i = 1, 2, ...}は (Ω,A)上の確率過程

で, Yiは (Y,B)における値を取る. ここで Y は Rの部分集合, Bは Y におけるボレル集合族. 我々は, 全て

の nに対して, Y = (Y1, ...,Yn)の確率分布は σ有限測度に支配されており, Pθ の下でのYの密度関数を

pn(y|θθθ)とする. y∞ = (y1,y2, ...,yn, ...)は観測列で, pn(y|θθθ)は, 最初の n個の観測値 y = (y1, ...,yn)の

依存することに注意されたい. θ0 を真のパラメーター, そして ”a.e. Pθ0” はしばしば ”a.e. P0”, もしくは

”a.s.”と省略する. π(θθθ)は θθθの事前分布とする.

2.1 事後平均

未知のパラメーターを含む関数 g(θθθ)に対するベイズ推定量は

E[g(ΘΘΘ)|Y] =

∫
Θ

g(θθθ)pn(y|θθθ)π(θθθ)dθθθ
∫
Θ pn(y|θθθ)π(θθθ)dθθθ

,　 (1)

で与えられる. Ynew の予測分布の場合, g(ΘΘΘ) = p(ynew|θθθ,y)とする.

1この研究は 2009 年度高崎経済大学特別研究助成金の支援を受けている
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2.2 Bayes factor

ここでは (βββ,ψψψ) ∈ B ×Ψ:パラメーター空間, Y ∼ pn(y|βββ,ψψψ)とし, 以下の検定問題を考える.

H0 : ψψψ = ψψψ0 vs Ha : ψψψ �= ψψψ0

この時, ベイズ型アプローチの一つとして, Bayes factorがある.

K(π0, π) =

∫
B

pn(y|βββ,ψψψ0)π0(βββ)dβββ
∫
B×Ψ pn(y|βββ,ψψψ)π(βββ,ψψψ)dβββdψψψ

(2)

ここで π0(βββ) =
∫
Ψ

π(βββ,ψψψ)dψψψ.

3 Laplace’s Method and Regularity Conditions

このため, 上記の (1), (2)のような量を近似するためには

In =

∫

Θ

λ(θθθ)exp{−nhn(θθθ)}dθθθ

の形に対する近似を考える必要がある. ここで λ(θθθ)は nに依存しない. 2

Definition 1 In = În(1+O(n−α)), (α > 0)の時, Inに対するラプラス近似 ÎnはO(n−α)の漸近誤差を

持つと言う.

Kadane and Vaidyanathan (1992)は α ≥ 1の時に, Bayes factorを利用した場合, H0 : φφφ = φφφ0 の下で H0

を選択する事後確率が 1に収束することを示し, またHa : φφφ �= φφφ0の下でH0を選択する事後確率が 0に収

束することを示した.

注意 1:MLEを用いたラプラス近似を行う場合, 通常の正則条件の下で O(n−1)の漸近誤差を持つ.

ここで In に対するラプラス近似の正則条件を与える.この条件は, 通常”well-behaved data sequence”と

呼ばれる条件に相当する. ここで記号の簡略化のため
∂

∂θθθ
≡ D,

∂2

∂θθθ∂θθθ′
≡ D2,

∂d

∂θj1 · · · ∂θjd
≡ ∂j1...jm ,

∂j1...jmhn(θ̂θθ) = hj1...jm , D2hn(θ̂θθ) = D2h, λ(θ̂θθ) = λ etcとする. また ||v|| = (v′v)1/2, ǫ近傍を Bǫ(θθθ0) =

{θθθ| ||θθθ − θθθ0|| < ǫ}とする.

(A1) for ∀y ∈ Yn, {hn(θθθ)}は 6階連続微分可能, かつ λ(θθθ)は 4階連続微分可能.

(A2) For all n, Pn0 (|In| <∞) = 1

(A3) for ∀1 ≤ j1, ..., jm ≤ d (m = 1, 2, ..., 6), ∃ǫ > 0 and M > 0 s.t., P0(lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θ̂θθ)

|∂j1...jmh(θθθ)| <

M) = 1

(A4) ∃η > 0 s.t., P0

[
lim inf
n→∞

det(D2h(θ̂θθ)) > η
]
= 1, かつ P0

[
for ∀x �= 0, lim inf

n→∞
x′D2h(θ̂θθ)x > 0

]
= 1

(A5) ∃ǫ > 0 and M > 0 s.t., for ∀δ(0 < δ < ǫ), Bδ(θ̂θθ) ⊆ A0 a.e. P0 and

P0

[

lim sup
n→∞

n2

∣∣∣∣∣
det(nD2h)1/2Ĉ−1

n

∫

A0−Bδ(θ̂θθ)
λ(θθθ)exp{−n(hn(θθθ)− hn(θ̂θθ))}dθθθ

∣∣∣∣∣
< M

]

= 1, (3)

ここで Ĉn = exp
(
n
2Dh(θ̂θθ)′[D2h(θ̂θθ)]−1Dh(θ̂θθ)

)

2ただし y の有限個の要素には依存してもよい
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(A6) ||θ̂θθ − θ̂θθEX || → 0 a.e. P0. ここで θ̂θθEX = argsupθθθ∈ΘΘΘ(−hn(θθθ))は −hn(θθθ)の正確 (exact)なモード.

(A7) ∃M > 0 and α ≥ 1/2 s.t., P0(limn→∞ nα|∂jh(θ̂θθ)| < M) = 1 (j = 1, ..., d), 即ち Dh(θ̂θθ) = O(n−α)

a.e. P0.

Theorem 1 A0 ⊆ ΘΘΘとする. この時, 仮定 (A1)—(A7)の下で

∫

A0

λ(θθθ)exp{−nhn(θθθ)}dθθθ = (2π)d/2det(nD2h)−1/2Ĉnexp{−nh}
[
λΦA +

1√
n

(∑
λiΦ

A
i −

λ

6

∑
hijkΦ

A
ijk

)

+
1

n

(
1

2

∑
λijΦ

A
ij +

∑
(− λ

24
hijkq −

1

6
hijkλq)Φ

A
ijkq +

λ

72

∑
hijkhqrsΦ

A
ijkqrs

)

+
1

n3/2

(
1

6

∑
λijkΦ

A
ijk +

∑
c
3/2
ijkqrΦ

A
ijkqr +

∑
c
3/2
ijkqrstΦ

A
ijkqrst

− λ

1296

∑
hijkhqrshtuvΦ

A
ijkqrstuv

)
+ O(n−2)

]
(4)

ここで A = {u|θθθ + 1√
n
u ∈ A0}, b̃ = −√n[D2h]−1Dh = (b̃i), ΦA =

∫
A
n(u|b̃, [D2h]−1)du, ΦAi =

∫
A
uin(u|b̃, [D2h]−1)du, ΦAij =

∫
A
uiujn(u|b̃, [D2h]−1)du とする. c

3/2
ijkqr = − 1

24
hijkqλr −

1

12
hijkλqr −

λ

120
hijkqr, c

3/2
ijkqrst =

1

72
hijkhqrsλt +

λ

144

∑
hijkhqrst.

Proof 略. KTK (1990), Miyata(2004)と同様の議論で示すことができる.

特に A0 = ΘΘΘの時, Inに対する以下の近似式を得る.

∫

ΘΘΘ

λ(θθθ)exp{−nhn(θθθ)}dθθθ = (2π)d/2det(nD2h)−1/2Ĉnexp{−nh}λ

×
[
1 +

1√
n

(∑

i

(
λi
λ

)
b̃i −

1

2

∑

ijk

hijkh
ij b̃k

)

︸ ︷︷ ︸
O(n−α)

− 1

6
√

n

∑

ijk

hijk b̃ib̃j b̃k

︸ ︷︷ ︸
O(n1−3α)

+
1

n

{
1

2

∑

ij

(
λij
λ

)
hij − 1

24

∑

ijkq

hijkqµijkq −
1

6

∑

ijk

hijk

(
λq
λ

)
µijkq

+
1

72

∑
hijkhqrsµijkqrs

}
+ O(n−2α)

]
(5)

ここで µijkq, µijkqrs は多変量正規分布 Nd(0, [D
2h]−1)における 4次と 6次の中心積率で, 条件 (A3)より

O(1)であることがわかる. よって n−1の項の {· · · }の部分は O(1)となる.

4 Asymptotic mode-Laplace regular

今後, 話を簡単にするため, A0 = Θ, ln(θθθ) = log p(y|θθθ)とする. 以下では, 統計モデル P = {p(y|θθθ)|θθθ ∈ Θ}
に対する条件を与える.

列 {ln(θθθ), λ(θθθ), θ̂θθ}は, 以下の条件 (C1)—(C6)を満たすとき, Asymptotic mode-Laplace regularと言う.

(C1) for ∀y ∈ Yn, and for ∀θθθ ∈ ΘΘΘ, p(y|θθθ) > 0. for ∀y ∈ Yn, ln(θθθ)は 6階連続微分可能, かつ λ(θθθ)は 4階

連続微分可能.
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(C2) for each θθθ0 ∈ ΘΘΘ, ∃ǫ > 0 and M > 0 s.t., Bǫ(θθθ0) ⊆ Θ, かつ for ∀1 ≤ j1, ..., jm ≤ d (m = 1, 2, ..., 6),

P0(lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θθθ0)

n−1|∂j1...jmln(θθθ)| < M) = 1

(C3) for each θθθ0 ∈ ΘΘΘ, ∃正値定符号行列 I(θθθ0) s.t., P0

[
lim
n→∞

(
− 1

n
D2ln(θθθ0)

)
= I(θθθ0)

]
= 1

(C4) for each θθθ0 and for ∀δ > 0,

P0

[

lim sup
n→∞

sup
Θ−Bδ(θθθ0)

{
n−1(ln(θθθ)− ln(θθθ0))

}
< 0

]

= 1 (6)

(C5) θ̂θθ → θθθ0 a.s.

(C6) 1
n
Dln(θ̂θθ) = O(n−α) a.e. P0. (α ≥ 1/2)

注意 2:(C1)-(C4)は統計モデルに対する条件となっており, (C5),(C6)は推定量に対する条件となっている.

注意 3: (C6)において 1
n
Dln(θ̂θθ) = Op(n

−α)の時は, 展開式 (4), (5)における誤差項が Oから Opに変更す

ることが容易に示される. もし採用したい推定量が
√

n(θ̂θθ − θθθ0) = Op(1)を満たすときには,

1√
n
Dln(θ̂θθ) =

1√
n
Dln(θθθ0) +

(
1

n
D2ln(θθθ

∗)

)√
n(θ̂θθ − θθθ0) (7)

と展開できる. ここで θθθ∗ は θ̂θθと θθθ0の間の値. この時, 右辺の第 1項は中心極限定理を成り立つような条件

(マルチンゲール性, もしくは i.i.d.)を, 右辺の第 2項は 1
nD

2ln(θθθ
∗)がある値−I(θθθ0)に収束するような条件

を加えると, 1
nDln(θ̂θθ) = Op(n

−1/2)を得る.

Theorem 2 列 {ln(θθθ), λ(θθθ), θ̂θθ}は Asymptotic mode-Laplace regular. その時, 確率 1で (i), (ii), (iii)が成

り立つ.

(i) for ∀1 ≤ j1, ..., jm ≤ d (m = 1, 2, ..., 6), ∃ǫ > 0 and M > 0 s.t.,

Pn0

(
lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θ̂θθ)

1

n
|∂j1...jmln(θθθ)| < M

)
= 1

(ii) ∃η > 0 s.t., P0

[
lim inf
n→∞

det

(
− 1

n
D2ln(θ̂θθ)

)
> η

]
= 1,かつP0

[
for ∀x �= 0, lim inf

n→∞
x′
(
− 1

n
D2ln(θ̂θθ)

)
x > 0

]
=

1

(iii) ∃ǫ > 0 and M > 0 s.t., for ∀δ(0 < δ < ǫ), Bδ(θ̂θθ) ⊆ Θ a.e. P0 and

P0

[

lim sup
n→∞

sup
Θ−Bδ(θ̂θθ)

{
n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ))

}
< 0

]

= 1 (8)

注意 4:(i) は (A3) に, (ii) は (A4) に対応している. (iii)=⇒(A5) は以下で示される. 結果的に hn(θθθ) =

−n−1ln(θθθ)とおくとき, (C1)—(C6)=⇒ (A1),(A3)—(A7)が言える.

Proposition 3 λ(θθθ) = a(θθθ)π(θθθ).
∫
ΘΘΘ
|λ(θθθ)|dθθθ <∞とする. この時, 条件 (iii)=⇒(A5).

注意 5:もし a(θθθ) ≡ 1の時は,
∫
ΘΘΘ

π(θθθ)dθθθ <∞であり, これは事前分布が properであることを意味する.

注意 6:π(θθθ)が improperな場合は, KTK(1990)のアプローチを用いる必要がある. ただしKTKの方法は一

部誤りがあるため, Y1, ..., Yn が互いに独立の時以外は注意しなければならない.
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5 O(n−1)の漸近誤差を持つLaplace近似の構築法

モーメント推定量のように推定関数を用いた推定量 θ̂θθ は, 一般的には漸近有効でない. ここで以下を仮定

する.

[E1]
√

n(θ̂θθML − θθθ0) = Op(1)

[E2]
√

n(θ̂θθ − θθθ0) = Op(1)

この時, θ̂θθML − θ̂θθ = Op(n
−1/2)がわかる. これより, θ̂θθを用いてラプラス近似を行った場合, Op(n

−1/2)の漸

近誤差が表れる. しかし以下の結果が知られている.

Robinson (1988): θθθNRk+1 を θ̂θθから k回 Newton-Raphson法を繰り返したものとする. その時,

θ̂θθML − θθθNRk+1 = Op(n
−2k−1), (k = 1, 2, 3)

Miyata(2004,p1047と同様の方法で):θθθNWk を θ̂θθから k回 Newton法を繰り返したものとする. i.e., θθθNWk =

θ̂θθ + [−n−1D2ln(θ̂θθ)]
−1n−1Dln(θ̂θθ). その時,

θ̂θθML − θθθNWk+1 = Op(n
−2k−1), (k = 1, 2)

このことより,
√

n一致性を持つ推定量からの上記のいずれかのワンステップ推定量を用いてラプラス近似

を行うことで,　漸近誤差を Op(n
−1)とすることができる.

6 例 (Gaussian AR(p) Process)

Yt = φ1Yt−1 + φ2Yt−2 + · · ·+ φpYt−p + ǫt, (t = 1, 2, ..., T ) (9)

ここで ǫt ∼i.i.d. N(0, σ2).　φφφ = (φ1, ..., φp)
′, Sp = {φφφ ∈ Rp|zp−φ1z

p−1−· · ·φp = 0の全ての根が単位円の内部}.
このとき,パラメーター空間をΘΘΘ ≡ Sp×(0,∞)とし,その要素を (φφφ, σ2) ∈ ΘΘΘとする. この時,Y = (Y1, ..., YT )

の同時確率密度関数は以下の形で与えられる.

p(y|θθθ) =

(
1√

2πσ2

)T
exp

{
− 1

2σ2

(
T∑

t=p+1

(yt − φ1yt−1 − · · · − φpyt−p)
2 + y′pMpyp

)}
det(Mp)

1/2,

ここで Galbraith and Galbraith (1974)によりMp = ApA
′
p −H ′H,

Ap = −






−1 O

φ1 −1
...

. . .
. . .

φp−1 · · · φ1 −1






, H = −






φp φp−1 · · · φ1

φp φ2
. . .

...

O φp






となることが分かっている. pの次数が大きい時は, 厳密なMLEを求めるには繰り返しアルゴリズムが必

要となり, 計算上煩雑になる. 一方で擬似MLEであれば, 推定量が陽に明示でき, 簡単な計算で導出するこ

とができる. ここで対数尤度は

lT (θθθ) = −T − p

2
log 2π − T − p

2
log σ2 − 1

2σ2

T∑

t=p+1

(yt − φ1yt−1 − · · · − φpyt−p)
2

︸ ︷︷ ︸
lQ(θθθ)

− p

2
log 2π − p

2
log σ2 +

1

2
log det(Mp)−−

1

2σ2
y′pMpyp
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となる. ここで (φ̂φφQ, σ
2
Q) = argsupθθθ∈ΘlQ(θθθ)とおくと, φ̂φφQ → φφφ0 a.s., σ2Q → σ20 a.s.が知られている. (例え

ば谷口, p115). まず (C3)をチェックする.

lim
T→∞

(
− 1

T
D2lT (θθθ0)

)
=

(
1
σ2
0

Γ0 0

0 1
2σ4

0

)

となる. ここで Ỹt−1 = (Yt−1, ..., Yt−p)
′, Γ0 = E0[Ỹt−1Ỹ

′
t−1]は共分散行列で, fθθθ(λ)を AR(p) processの

スペクトル密度とすると, Γ0 の (s, t)成分は σ(s− t) =
∫ π
−π ei(s−t)λfθθθ(λ)dλと表せる.

よって Γ0が正値定符号であることを確かめればよい. これは, 任意のベクトル a �= 0に対して

a′Γ0a =
∑

s,t

asatσ(s− t)

=

∫ π

−π

∑

s,t

asate
i(s−t)λfθθθ(λ)dλ

=

∫ π

−π

∣∣∣∣∣

∑

s

ase
isλ

∣∣∣∣∣

2

fθθθ(λ)dλ

より確かめることができる. 次に (C4)を確認する. 途中式は省略するが, ある定数M1 > 0が存在して,

lim sup
T→∞

sup
ΘΘΘ−Bδ(θθθ0)

{
T−1[lT (θθθ)− lT (θθθ0)]

}
≤ lim sup

T→∞

1

2M1
sup

ΘΘΘ−Bδ(θθθ0)
{−(φφφ− φ̂φφQ)

′Γ̂T (φφφ− φ̂φφQ)} (10)

となる. ここで Γ̂T =
1

T

T∑

t=p+1

Ỹt−1Ỹ
′
t−1で, Γ̂T → Γ0 a.s.であることより, 大きな T に対して, Γ̂T は正値

行列となる. よって λTminを Γ̂T の最小固有値とすると,

(10) ≤ lim sup
T→∞

λTmin
2M1

sup
ΘΘΘ−Bδ(θθθ0)

{−||φφφ− φ̂φφQ||2} < 0 (11)

よって示せた.

7 証明

Theorem 2を示すためには, 次の補題が本質的な役割を果たす.

Lemma 4 列 {an}は極限値 aを持つ. i.e., limn→∞ an = a.

(a) for ∀δ > 0, ∃δ′ > 0, N > 0 s.t., n ≥ N =⇒ Bδ′(an) ⊆ Bδ(a).

(b) for ∀δ > 0, ∃δ′′ > 0, N > 0 s.t., n ≥ N =⇒ Bδ′′(a) ⊆ Bδ(an)

Proof:略.

Proof of Theorem 2 最初に (i)を示す.

(C2)より零集合 N1 ⊂ Ωが存在して, for ∀θθθ0 ∈ ΘΘΘ and ∀y∞ ∈ Ω − N1, ∃ǫ > 0 and ∃0 < M < ∞ s.t.,

lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θθθ0)

1

n
|∂j1...jmln(θθθ)| < M .

(C5)より ∃N2 ⊂ Ω s.t., for ∀θθθ0 ∈ ΘΘΘ and ∀y∞ ∈ Ω− (N1 ∪ N2), θ̂θθ → θθθ0.

Lemma 4より ∃ǫ′ > 0 s.t., n ≥ N2 =⇒ Bǫ′(θ̂θθ) ⊆ Bǫ(θθθ0)
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lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ′ (θ̂θθ)

n−1|∂j1...jm ln(θθθ)| ≤ lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θθθ0)

n−1|∂j1...jmln(θθθ)|

< M

よって (i) が示せた. 次に (ii) を示す. ∃N3 ⊂ Ω s.t., for ∀θθθ0 ∈ ΘΘΘ and ∀y∞ ∈ Ω − N3, ∃ǫ > 0 s.t.,

lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θθθ0)

{−det(−n−1D2ln(θθθ))} < 0.

よって

lim sup
n→∞

{
−det(−n−1D2ln(θ̂θθ))

}
≤ lim sup

n→∞
sup

θθθ∈Bǫ′(θ̂θθ)
{−det(−n−1D2ln(θθθ))}

≤ lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bǫ(θθθ0)

{−det(−n−1D2ln(θθθ))} < 0

他も同様にして示せる.

最後に (iii)を示す. 以下の集合 C4を考える. 記号簡略化のためΘ−Bδ(•) = Bδ(•)c とする.

C4 =

{
y∞ ∈ Ω

∣∣∣∣lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bδ(θθθ0)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θθθ0))} < 0

}
(12)

ある零集合N4 ⊇
{
y∞ ∈ Ω

∣∣∣∣for∀ǫ > 0, and ∀M > 0, lim sup
n→∞

n−1|∂j ln(θθθ)| ≥M

}
(13)

ある零集合N5 ⊇ {y∞ ∈ Ω|θ̂θθ�a.s. θθθ0}とし,

Ĉ4 =

{
y∞ ∈ Ω

∣∣∣∣lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bδ(θ̂θθ)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ))} < 0

}
(14)

とする. ここで P0(C4) ≤ P0(Ĉ4)を示す. Lemma 4(b)より for ∀y∞ ∈ C4 − (N4 ∪ N5),

sup
θθθ∈Bδ(θ̂θθ)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ))} ≤ sup
θθθ∈Bδ′′ (θθθ0)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ))}

= sup
θθθ∈Bδ′′ (θθθ0)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θθθ0))}+
1

n
(ln(θθθ0)− ln(θ̂θθ)).

ここで (C2)と θ̂θθの強一致性より, limn→∞ n−1(ln(θθθ0)− ln(θ̂θθ)) = n−1Dln(θθθ
∗)(θθθ0 − θ̂θθ) ≤ 0.

よって

lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bδ(θ̂θθ)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ))} ≤ lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bδ′′ (θθθ0)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θθθ0))}+ lim sup
n→∞

1

n
[ln(θθθ0)− ln(θ̂θθ)]

≤ lim sup
n→∞

sup
θθθ∈Bδ′′ (θθθ0)c

{n−1(ln(θθθ)− ln(θθθ0))}

< 0 (15)

よって y∞ ∈ Ĉ4. ゆえに P0(Ĉ4) = 1. �

Proof of Proposition 3

(iii)より ∃N > 0 and c1 > 0 a.t., n ≥ N =⇒ for θθθ ∈ Bδ(θ̂θθ)
c n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ)) < −c1.

∫

ΘΘΘ−Bδ(θ̂θθ)
λ(θθθ)exp{−nhn(θθθ)}dθθθ ≤ e−nh

∫

ΘΘΘ−Bδ(θ̂θθ)
|λ(θθθ)|exp{n · n−1(ln(θθθ)− ln(θ̂θθ))}dθθθ

≤ e−nhexp{−nc1}
∫

ΘΘΘ

|λ(θθθ)|dθθθ.

これより (A5)は示された. �
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1 はじめに

1.1 古典的危険理論

保険数学，特に損害保険数学において，保険ポートフォリオの破産問題を扱う理論は危険理

論 (risk theory)と言われ，主に欧米のアクチュアリーや統計学者を中心に固有の発展を遂げて

きた．その数学的な基礎を最初に築いたのはスウェーデンのアクチュアリーであったLundberg,

F.や，同じくスウェーデンの数理統計学者でアクチュアリーでもあった Cramér, H.であり，

彼らは，ある時刻 tまでのクレーム (保険金請求)の累積額を複合ポアソン過程 Ctを用いて表

現し，保険会社の持つサープラス (準備金)Rtを以下のようにモデル化した．

Rt = u+ βt− Ct; Ct =

Nt∑

i=1

Ui. (1.1)

ここに，uは初期サープラス，β は保険料率を表す正の定数，N は強度 λを持つポアソン過

程でクレームの頻度に対応し，Ui は分布 FU に従う IID正値確率変数で i番目のクレーム額

を表す． ただし，{Ui}と N は独立とする．確率過程 R = (Rt)t≥0 を，危険理論ではリスク

過程という．(1.1)のリスク過程は，以後の危険理論発展における最も基本的なモデルであり，

古典的リスクモデルとか Cramér-Lundbergモデルと言われる．

危険理論における古典的問題の一つは，保険会社の破産時刻:

τ (u) := inf {t > 0|Rt < 0} (1.2)

に関する分布の評価であり，例えば破産確率

ψ(u) := P{τ(u) <∞} = P
{
inf
t≥0

Rt < 0

}
(1.3)

の評価である．大数の法則によれば，確率１での破産を回避するためには，ある θ > 0に対

して β = (1 + θ)E[C1]とすれば十分であることが容易に分かる．これは純益条件 (net profit

condition) と言われ，危険理論において最も基本的な条件である．θ は安全付加率 (safety

loading)と言われる．ψの陽な表現を得ることは一般には困難であり，古典的な危険理論では，

適当な正則条件の下で，以下のような結果が標準的なものとして知られている:

• 不完全再生方程式 (defective renewal equation, DRE):

ψ(u) = H(u) +

∫ u

0

ψ(u− x)g(x) dx. (1.4)

ただし，H(u) := λβ−1
∫∞
u

(1− FU (x)) dx; g(x) := λβ−1(1− FU (x))．
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• Pollaczek-Khinchin公式: 上で与えた関数H, gに対して，

ψ(u) =

(
H ∗

∞∑

n=0

g∗n

)
(u). (1.5)

ただし，R+ := [0,∞)上の関数 f, hに対して，

f ∗ h(x) =

∫ x

0

f(x− y)h(y) dy

とし，h∗0 = δ0 (デルタ関数); h∗n = h ∗ (h∗(n−1))と定める．“Pollaczek-Khinchin”の名

は “待ち行列理論”からの由来で，危険理論では Beekman公式とも呼ばれる (Beekman,

1969)．

• Laplace変換公式: 任意の s > 0に対して，

Lψ(s) = 1

s
− β − λµ

βs− λ(1− LFU (s))
. (1.6)

ただし，関数 F に対して，以下の記法を用いている:

LF (s) :=

∫ ∞

0

e−sxF (x) dx; LF (s) :=
∫ ∞

0

e−sx F (dx).

• Lundberg不等式: ある定数 γ > 0が存在して，

ψ(u) ≤ e−γu. (1.7)

不等式の右辺を Lundberg限界という．いくつかのリスクモデルでは下限の評価も可能

である; 例えば，Willmot and Lin (2001), Rolski et al. (1999)の 5, 6章などを参照．

• Cramér-Lundberg近似: u→∞のとき，(1.7)の定数 γ に対して，

ψ(u) ∼ Ce−γu; C =
β − λm(0)

λm(−γ)− β
. (1.8)

ただし，m(s) = −(LFU )′(s)である (′は微分を表す)．

上記 (1.7), (1.8)を得るためには，FU に対する十分なモーメント条件が必要である: 例えば,

十分大きな s > 0に対して，LFU (−s) < ∞なら十分. このような指数モーメントを持たな

いような裾の重い分布に対する近似に関しては，例えば Embrechts et al. (2003)を参照され

たい．

定数 γ > 0は調整係数 (adjustment coefficient)といわれ，Lundberg型方程式:

l(s) := logE[e−s(R1−u)] = 0 (1.9)

の正の解である．関数 l(s)は，R1−uの Laplace変換に対する指数 (Laplace指数)の形になっ

ており，調整係数は一意に決まることに注意しておこう．特に，古典的リスクモデル (1.1)の

場合には，l(s) = −βs − λ(1 − LFU (−s))であり，十分なモーメント条件と純益条件の下で，

l(0) = 0; l′(0) < 0; l′′(s) > 0; l(s) → ∞より γ > 0の存在と一意性が導かれる．これらの諸

結果については既に多くの成書があるが，Grandel (1991)，Rolski et al. (1999), Asmussen

(2000)，Mikosch (2004)などが良い教科書であろう．
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注意 1. 定数 δ ≥ 0を用いて (1.9)を少し一般化した以下の方程式:

ℓ(s) := l(−s) = δ

は一般化 Lundberg方程式と言われ，危険理論において本質的に重要となる．この方程式は

一般に異なる 2つの解 (負の解と非負解)を持つことが簡単な計算から分かるが，δ = 0のとき

の負解が−γであることに注意しておこう．一方，非負解 ̺ ≥ 0はLundberg指数 (Lundberg

exponent)と言われ，後述するGerber-Shiu関数の解析において本質的な役割を果たす．特に，

δ = 0なら ̺ = 0である．

1.2 Gerber-Shiu関数

破産確率を拡張した概念の一つが破産の “深刻度”(severity)であり，数学的には，τ (u): 破

産時刻 (the time of ruin)と |Rτ(u)|: 破産時損害額 (the deficit of ruin) の同時分布における

|Rτ(u)|の周辺分布 (周辺リスク)である．この概念は，古典的リスクモデルの文脈で Gerber,

Goovaerts, Kaas (1987)らによって導入され, さらに Dufresne and Gerber (1988)，Dickson

(1992)らにより Rτ(u)−: 破産直前サープラス (the surplus prior to ruin)と τ (u)との同時分

布による周辺リスクも “深刻度”の指標として研究された．その後，H. U. Gerberと E. S. W.

Shiuによる一連の共著論文Gerber and Shiu (1997,1998)において，(τ (u), Rτ(u)−, |Rτ(u)|)の
同時分布に対する周辺リスクを拡張した概念として以下の (1.10)のようなリスク関数が考察

された．この関数は，近年，危険理論の分野で大きな注目を集めており，彼らの名前にちなん

でGerber-Shiu関数とも呼ばれている．

定義 1. リスク過程 R = (Rt)t≥0 に対して，以下で定まるリスク関数 φを期待割引罰則関数

(expected discounted penalty function)という:

φ(u) := E
[
e−δτ(u)w(Rτ(u)−, |Rτ(u)|)1{τ(u)<∞}

∣∣∣R0 = u
]
. (1.10)

ここに，τ (u)は (1.2)で与えられる破産時刻，δ ≥ 0は定数，1Aは集合Aに対する定義関数，

w(x, y)は w0 := w(0, 0) > 0を満たす R
2
+ 上の有界関数である．

関数 w(x, y)は，破産直前のサープラス Rτ(u)−や破産時の損害額 |Rτ(u)|に対する広義の “

罰則”と解釈され，それが “定数”e−δτ(u) によって，破産時刻 (t = τ(u))から現在 (t = 0)へ

割引率 δ で割り引かれていると見なせるため，このように呼ばれている．w の有界性の仮定

は議論や正則条件の単純化のためのもので，多くの論文で仮定されているが本質的ではない．

この関数は，リスク過程 Rを特に (1.1)に限定せず，一般のリスク過程に対して定義される．

特に，w ≡ 1, δ = 0とすると，φ(u) = ψ(u): 破産確率 (1.3)となる．

2 Gerber-Shiu関数の推定

本稿では以下のような拡散摂動モデル (ウィナー・ポアソンモデル)を考え，そのGerber-Shiu

関数の推定について論ずる．

Rt = u+ βt− Ct + σWt; Ct =

Nt∑

i=1

Ui
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ここに，σは正の定数で，N は強度 λをもつポアソン過程，{Ui}はN と独立で，分布 FU を

もつ IID確率変数列，W はウィナー過程である．このリスク過程に対するGerber-Shiu関数

の Laplace変換は，古典的モデルの自然な拡張により以下で与えられることが知られている

(例えば、Tsai and Willmot, 2002):

Lφ(s) = LK(s)− LK(̺) + w0D(̺− s)

[β +D(s + ̺)](̺− s)− λ[LFU (s)− LFU (̺)]
. (2.1)

ただし，D := σ2/2，K(x) := λ
∫∞
x w(x, y− x)FU (dy), であり，̺は Lundberg指数，すなわ

ち，ℓ(s) := βs− λ (1− LFU (s)) +Ds2 = δ の解である．

2.1 Lφに対する経験推定量 (拡散摂動モデルの場合)
我々は，Rの時間 [0, T ]におけるパスを時間連続的に観測できると仮定する．すなわち，任

意の時点 t ∈ [0, T ]における Rtの値は既知であり，クレームサイズ (U1, U2, . . . , UNT
)も特定

可能であるとする．さらに，以下を仮定する:

• 純益条件: β > λµ, ただし，µ := E[U1];

• 十分大きな p > 0に対して，
∫∞
0 |u|p FU (du) <∞;

• 与えられた δ > 0に対し，ある既知の定数 ̺, ̺ > 0が存在して，̺ ∈ (̺, ̺).

ここで注意すべきことは，上のような連続観測の下では，拡散係数 σの値は，その局所的

な 2次変分を計算することで確定的に推定可能ということである:

m∑

i=1

(
Ri/m −R(i−1)/m

)2 −
N1∑

i=1

U2
i → σ2 a.s. (m→∞).

したがって，以下では σ > 0は既知として扱う．

さて，(2.1)における未知量 λ, LK, LFU を以下で推定する．

λ̂ :=
NT

T
; L̂FU (s) :=

1

NT

NT∑

i=1

e−sUi ; L̂K(s) :=
1

T

NT∑

i=1

∫ Ui

0

e−sxw(x, Ui − x) dx.

また，̺を以下で推定する．

̺̂ := argmin
s∈I

|ℓ̂(s)− δ|,

ただし，I := [̺, ̺]; ℓ̂(s) := βs − λ̂(1 − L̂FU (s)) + Ds2 であり，特に，δ = 0のときは ̺̂= 0

と定める.

注意 2. 上の推定量に対して，大数の法則によって以下のことが証明できる．

λ̂→ λ a.s.; sup
s∈I

|L̂FU (s)− LFU (s)|
P−→ 0; sup

s∈I
|L̂K(s)− LK(s)| P−→ 0. (2.2)

さらに，中心極限定理により，T →∞のとき，

λ̂ = λ+Op(T
−1/2); L̂FU (s) = LFU (s) +Op(T

−1/2); L̂K(s) = K(s) +Op(T
−1/2)

となることも分かる．詳細は Shimizu (2009b), Theorems 3.2, 3.3などを参照されたい．
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注意 3. (2.2)により,

sup
s∈I

|ℓ̂(s)− ℓ(s)| P−→ 0,

となることが分かるので，M-推定の標準的な理論により，̺̂= ̺ + Op(T
−1/2)が容易に示さ

れる; Grandel (1991)，あるいは van der Vaart (1998), 5章を参照のこと．

これらの推定量を用いて，Lφの推定量を，

L̂φ(s) := {L̂K(̺̂)− L̂K(s)}+ w0D(s− ̺̂)
(β +D(s+ ̺̂)) (s− ̺̂) + λ̂{L̂FU (s)− L̂FU (̺̂)}

のように定めれば，これは Lφ の一致推定量になっている．すなわち，各 s ∈ I に対して，

L̂φ(s) P−→ Lφ(s)．

2.2 正則化Laplace逆変換による φの推定

前節で Lφの一致推定量を構成できたので，あとは Lφに対する Laplace逆変換 L−1 を施
せば，

L−1L̂φ(s) P−→ φ(s)

となることが期待される．しかし，話はそう単純ではない．

一般に，Laplace変換 Lは L2 上の有界作用素 (‖L‖ = √
π)であり L2からそれ自身への単

射にはなっているが，全射ではなく，L−1 は非有界であることが知られている．このことが，
L−1の連続性を保障しない．すなわち，gn → Lf なる関数列に対して，L−1gn → f が必ずし

も保障されない．これは典型的な不適切問題 (ill-posed problem)として知られている; Carroll

et al. (1991), Vapnik (2006)など．この問題を回避するために，Chauveau et al. (1994)で与

えられた “正則化”Laplace逆変換を用いる．

定義 2. m > 0を定数とする． 関数 g ∈ L2に対して，正則化 Laplace逆変換 L−1m : L2 → L2

を以下で定める:

L−1m g(t) =
1

π2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

Ψm(y)y−1/2e−tvyg(v) dvdy; t > 0.

ここに，

Ψm(y) =

∫ am

0

cosh(πx) cos(x log y) dx; am := π−1 cosh−1(πm)

である．

Chauveau et al. (1994)によれば，各m > 0に対して ‖L−1m ‖ ≤ m‖L‖ = √
πm で L2 上の

有界作用素となり，これが正則化の意味である．任意の f ∈ L2に対して，

‖L−1m Lf − f‖ → 0 (m→∞)

となり，“正則化パラメータ”mを十分大きくとることで，逆変換が定義される．

さて，正則化逆変換 L−1m は L2上の写像として定義されたが，一般に L2-関数でないものも

扱えるように，Mnatsakanov et al. (2008)のアイデアを借り，一つのデバイスを用意してお

こう．
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関数 Gは R+ 上で微分可能とし, 定数 ϑ ≥ 0に対して，次のようにおく．

Gϑ(u) := e−ϑuG(u); gϑ(u) :=
∂

∂u
Gϑ(u),

また，LGの時刻 T までの観測に基づく推定量を L̂Gとかき，LGϑ の推定量を以下のように

定める．

L̂Gϑ(s) := L̂G(s + ϑ) a.s. (2.3)

実際，LGϑ(s) = LG(s + ϑ)となることから，上の定義は自然であろう．もしも，s → 0や

s→∞のとき，L̂G(s) = O(s−1)であれば (実際，L̂ψ(s)などはこの場合である),任意の ϑ > 0

に対して L̂Gϑ ∈ L2 となり，L−1m が適用できる状況となる．以上の記法を用いて，

Ĝϑ
m(u) := eϑuL−1m

(
L̂Gϑ

)
(u), (2.4)

のように定めると，これは G自身の “良い”推定量になっていることが期待される．実際，以

下の補題を得る．

補題 1 (Shimizu, 2010a). 関数 G : R+ → Rは 1階導関数 g を持ち，G, g は高々多項式増

大とする. また，(2.3)で与えられる L̂Gϑが，ある実数列 γT →∞ (T →∞)に対して，以下

を満たすとする:

L̂Gϑ ∈ L2; (2.5)
∥∥∥L̂Gϑ − LGϑ

∥∥∥
L2

= Op
(
γ−1T

)
. (2.6)

このとき，(2.4) で定義される Ĝϑ
m(T ) は以下を満たす: 任意の正数列 KT と数列 m(T ) =

O
(
γT (log γT )

−1/2
)
に対して

∫ KT

0

|Ĝϑ
m(T )(s)−G(s)|2 ds = Op

(
eϑKT (log γT )

−1/2
)
.

今，Gerber-Shiu関数の推定量を

φ̂ϑT (u) := eϑuL−1m(T )
(
L̂φϑ

)
(u). (2.7)

で定める．このとき，補題 1を直接適用することによって以下の定理を得る．

定理 1 (Shimizu, 2010a). Gerber-Shiu関数 φ(u)の導関数 φ′と，罰則関数wが以下の条件

を満たすとする: ある定数 C > 0に対して，

|φ′(x)|+
∣∣∣∣
∫ ∞

0

w(x, dy)

∣∣∣∣ ≤ C(1 + |x|C).

さらに，定数 ϑ > 0を (β − λµ)ϑ > δ を満たすように取るとする．このとき，数列 m(T )を

m(T ) = O
(√

T/ log T
)
(T →∞)と選ぶことによって，以下の (i)，(ii)が成り立つ:

(i) 任意のK > 0に対して，

∫ K

0

|φ̂ϑT (u)− φ(u)|2 du = Op

(
(logT )−1

)
(T →∞).
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(ii) ϑ ∈ (0, 1/2)と取れるならば，

∫ log log T

0

|φ̂ϑT (u)− φ(u)|2 du = Op
(
(log T )2ϑ−1

)
(T →∞).

この定理は，推定量 φ̂ϑT (u)がある種の L2-ノルムについて弱一致性を持っていることを示し

ている．

注意 4. 定理では (2.7)のように ϑ > 0による推定量の正則化を行っているが，実は L̂φ ∈ L2

であり，この正則化は補題 1の (2.5)のためのものではない．上の定理の証明では，ϑ = 0の

とき条件 (2.6)の確認が困難であり，ϑ > 0とすると容易になる．したがって，ϑ > 0と取る

ことは，必ずしも本質的でないかもしれないことに注意しておく．

注意 5. ϑに関する条件: (β−λµ)ϑ > δは，λ, µが未知であるから直接は確認できないが，現

実的には，(β − λ̂µ̂)ϑ > δとなるように，ϑは “十分大きく”選ばれるべきであろう．十分なサ

ンプル数の下では，大数の法則と純益条件によって上記の条件が満足される．また，定理 1よ

り，推定量 φ̂ϑT (u)の (i)の意味での収束率は ϑによらないことに注意すると，ϑを大きく選ぶ

ことは，漸近的には問題はない．

注意 6. Chauveau et al. (1994), (3.6)によると，φ̂ϑT (u)は，次のように陽な積分表現で書く

ことができる:

φ̂ϑT (u) =
eϑu

π2

∫∫

R
2
+

e−uxyΦT (y)L̂φ(x+ ϑ) dxdy

=
eϑu

π2

∫ ∞

0

(LΦT )(ux)L̂φ(x+ ϑ) dx.

ただし，

ΦT (y) =
π sinh(πrT ) cos(rT log y) + log y cosh(πrT ) sin(rT log y)√

y{π2 + (log y)2} ;

rT := π−1| cosh−1 (πm(T )) | = π−1 log
(
πm(T ) +

√
π2m2(T )− 1

)
.

2.3 その他の推定法について

本稿では，主にノンパラメトリックな推定法について述べたが，もちろんパラメトリックな

アプローチも考えられる．レヴィ測度にパラメトリックモデルを与え，パラメータに推定値を

代入してしまえば，あとは解析的な Laplace逆変換や高速フーリエ変換などを利用した数値的

Laplace逆変換を用いたり，DREのような積分方程式を数値的に解くことによって φを求め

ることができる．しかしながら，Gerber-Shiu関数はクレーム分布の裾の挙動に大きく依存し

ており，有限サンプルに基づく推定では，その最大値を超える (サンプルの無い)部分の裾確

率に対するパラメトリックモデルを与えることは実際には難しい問題である．また，モデルの

誤特定 (misspecification)という普遍的な問題もあり，クレーム分布にモデルを与えないノン

パラメトリック法の提案は無意味ではないであろう．ただし，ノンパラメトリック・アプロー

チでは誤特定の問題を回避する代わりに，データの無い裾部分については極めて “保守的”な

推定しかしないので，結局，両者のアプローチには一長一短があるといわざるを得ない．

77



一方，Laplace変換公式に基づく推定法だけでなく，Bening and Korolev (2002)らが破産

確率を推定したように，Pollaczek-Khinchin型公式を利用した推定も考えられる．すなわち，

(1.5)の級数を適当なMT ∈ Nまでの有限和で近似し，

φ̂T (u) = Ĥ ∗
MT∑

k=0

ĝ∗k(u)

なる推定量を考えることである．特に，Bening and Korolev (2002)による破産確率推定量の

収束率は標準的な
√
T -オーダーを達成しており，前節のような対数オーダーよりもはるかに

良好な推定量が提案されていることから，統計的推測の意味では，Laplace変換に基づいた推

定よりも将来的な期待が持てるかも知れない．しかし，MT → ∞ (T → ∞)の発散のレート

の問題や，畳み込みによる多重積分の収束評価，あるいは数値的な近似といった問題も残る．

これらについては未解決の課題である．

2.4 Gerber-Shiu関数の拡張について

Gerber-Shiu関数は (1.10)の形で初めて考察されたのであるが，最近では，その様々な方

向への拡張が試みられている．例えば，Biffis and Kyprianou (2010)や，Biffis and Morales

(2010)等によって，リスク過程 Rのパス依存型Gerber-Shiu関数:

φ(u) := E

[
e−δτ(u)w

(
Rτ(u)−, |Rτ(u)|, inf

t≤τ(u)−
Rt

)
1{τ(u)<∞}

∣∣∣R0 = u

]
(2.8)

(ただし，w は R
3 上の有界関数)がレヴィ過程によるリスクモデル (レヴィ・リスク過程)に

対して議論されており，その DREも導出されている．レヴィ・リスクモデルに対する古典的

Gerber-Shiu関数 (1.10)の推定については，Shimizu (2010b)がある．

また，本論文では，無限境界型 (infinite horizon)の破産確率 (1.3)の拡張としてGerber-Shiu

関数を紹介したが，危険理論でのもう一つの重要なトピックである有限境界型 (finite horizon)

の破産確率 ψ(u, T ) := P{τ(u) ≤ T}の拡張として，有限境界型 Gerber-Shiu関数

φ(u, T ) := E

[
e−δτ(u)w

(
Rτ(u)−, |Rτ(u)|, inf

t≤τ(u)−
Rt

)
1{τ(u)≤T}

∣∣∣R0 = u

]
(2.9)

を考えることもできる．これに関する研究はあまり進展がなく，筆者の知る限りMorales and

Zuznetsov (2010)らの研究がある程度である．その一因は解析の困難さにあるであろう．実

際，古典的モデルに対する ψ(u, T )の場合でも，DREに類似の等式は成り立つが漸化式型の

等式となるため (e.g., Rolski et al., 1999, Theorem 5.6.2)，本論文のような議論を直接適用す

ることは難しい．Morales and Zuznetsov (2010)らは，いくつかの特別な罰則と特別なリスク

過程に対して，そのような等式表現を介さずに (2.9)の級数表現を与えている．

Gerber-Shiu関数のパス依存型拡張として別の方向へのものがある．Cai et al. (2009)は，

ポアソン型クレームのリスクモデルに対して，クレーム支払い等にかかるオペレーティング・

コストまで含めて考察する目的で，以下のような関数を導入した:

Hl(u) := E

[∫ τ(u)

0

e−δtl(Rs) dt

∣∣∣∣R0 = u

]
. (2.10)

関数 l をうまくとると，適当な正則条件下で Hl ≡ φとなることが分かり (Cai et al., 2009,

Proposition 3.1)，(2.10)は Gerber-Shiu関数 (1.10)の一つの拡張になっている．ただし，こ
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の形式では (2.8)を含まないことに注意しておく．さらに，Feng and Shimizu (2010)では，レ

ヴィ・リスク過程に対して，上記Hl のDREを導いており，Hl に対する推測には本論文の手

法がそのまま適用可能であろう．

更にごく最近の話題として，Gerber-Shiu関数のダイナミックな拡張も話題になっている．

φは初期値を与えた下での非確率的な関数として与えられているが，Garrido (2010)は，これ

を現在時刻 tで条件付けることにより，Gerber-Shiu過程

φt(u) := E
[
e−δτ(u)∨tw

(
R(τ(u)∨t)−, |Rτ(u)∨t|

) ∣∣∣Ft
]

(2.11)

を提案した．ただし，Ft := σ(Rs; s ≤ t)である．もともと保険数理では，破産確率に対して，

VaRなどの短期的なリスク指標とは異なる長期的リスク指標としての利用可能性が議論され

てきたという経緯があるが，その拡張として Gerber-Shiu過程がより動的なリスク管理に応

用できるのではないかと期待されており，今後の研究が待たれている．
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