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Efron (1979) によって提案された bootstrap は、現在統計的推測論において、
従来、理論や数式に基づく解析的アプローチが難しかった問題に対して、有効な
解を与えることができるということで広く活用されている。しかしながら、Efron
(1979) によって提案された手法は独立分布を仮定しているため、時間に従属性の
ある”dependent process”に対しては適用不可能であることが知られている。この
問題に対し、いくつかの”dependent process”に対する bootstrap手法が提案され
ている。
『block bootstrap method』は、”dependent process”に対する bootstrap 手

法の代表的な手法であり、観測系列をいくつかのブロックに区切り、このブロッ
クを無作為抽出する手法である。Block bootstrap methods の中でもいくつか
の手法が提案されており、Moving Block Bootstrap (cf.Künsch(1989), Liu and
Singh(1992)), Nonoverlapping Block Bootstrap (cf.Carlstein(1986)), General-
ized Block Bootstrap (cf.Politis and Romano(1992)), Circular Block Bootstrap
(cf.Politis and Romano(1992)) and Stationary Block Bootstrap (cf.Politis and
Romano(1994))などがある。
一方、時系列モデルを仮定して、その誤差項の推定量（この誤差項は独立な分布

に従うと仮定する。）を構成し、これを無作為抽出する手法として『model based
bootstrap method』がある。model based bootstrap method の中でもいくつか
の手法が提案されており、ARモデルを仮定した Autoregressive Bootstrap (cf.
Freedman (1981), Bose (1988)), ARMAモデルを仮定した Autoregressive and
Moving Average Bootstrap (cf. Kreiss and Franke (1992))などがある。
本報告では、一般的なモデルに対し、Nonoverlapping Block Bootstrap (NBB)

と オーダー 1 の Autoregressive Bootstrap (AB(1))を二次の漸近一致性に関し
て比較する。

bootstrap の高次の一致性を調べる道具として、エッジワース展開が有用であ
る。NBB に関しては、Götze and Künsch (1996)などが二次の漸近一致性につ
いて証明している。また、ARBに関しては、Bose (1988)が ARパラメータに対
して、モデルが AR過程に従う場合のブートストラップ推定量の高次の漸近一致
性を示している。本報告では、標本平均に対する両ブートストラップ手法の一致
性のオーダーを、幾つかの時系列モデルに関して比較した。

{Xi}i∈Z を EXi = 0 を満たす weakly dependent な定常過程とする。このとき、

Sn =
√
nX̄n =

1√
n

n∑

i=1

Xi

と定義すると、適当な正則条件の下次が成り立つ。(Götze and Hipp (1983))



命題 1

P (Sn ≤ x) = ΦΣ(x)− 1√
n

µ3

6Σ3/2
(x3 − 3x)φΣ(x) +O(n−1).

S
∗(NBB)
n を、Nonoverlapping Block Bootstrap(NBB)によって生成されたブート
ストラップ標本に基づく Sn とする。このとき、適当な正則条件の下次が成り立
つ。(Götze and Künsch (1996))

命題 2 ブロック幅が l = n1/4 ならば、次式が成り立つ。

sup
x∈R

∣∣∣P ∗(S∗(NBB)
n ≤ x)− P (Sn ≤ x)

∣∣∣ = Op(n−3/4).

S
∗(ARB)
n を、Autoregressive Bootstrap(AR(1)B)によって生成されたブートスト
ラップ標本に基づく Sn とする。このとき、適当な正則条件の下次が成り立つ。
(Bose (1988))

命題 3

sup
x∈R

∣∣∣P ∗(S∗(ARB)
n ≤ x)− P (Sn ≤ x)

∣∣∣ =





Op(n−1) if Σ∗
p→ Σ and µ∗3

p→ µ3,

Op(n−1/2) if Σ∗
p→ Σ and µ∗3

p

6→ µ3,

Op(1) if Σ∗
p

6→ Σ and µ∗3
p

6→ µ3

References

[1] Bose, A. (1988) Edgeworth Correction by Bootstrap in Autoregressions. The
Annals of Statistics. 16, 1709-1722.

[2] Carlstein, E. (1986) The use of subseries methods for estimating the variance
of a general statistic from a stationary time series. The Annals of Statistics.
14, 1171-1179.

[3] Efron, B. (1979) Bootstrap methods: Another look at the jackknife. The
Annals of Statistics. 7, 1-26.

[4] Freedman, D. A. (1981) Bootstrapping regression models. The Annals of
Statistics. 9, 1218-1228.

[5] Götze, F. and Hipp, C. (1983) Asymptotic expansions for sums of weakly
dependent random vectors. Z. Wahrsch. verw. Gebiete. 64, 211-239.
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