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1 はじめに

一般化線形スプライン回帰において，含まれるパラメータの推定に正則化法を用いるとき，あらかじめ，

ノットの個数と平滑化パラメータを決定しておく必要があり，一般化情報量規準GIC(小西,北川 (2004))な
どが利用される．しかし，情報量規準による平滑化パラメータの決定はグリッドサーチによるため，多くの

平滑化パラメータを含むモデルの場合，その計算量は膨大なものとなり，効率的であるとはいえない．

その一方で，一般化スプライン回帰は，スプラインの部分の係数をランダム効果として捉えることにより

一般化線形混合モデルとなり，罰則付き擬似尤度 (PQL)から推定量，予測量を求めることができ，一般化
スプライン回帰における平滑化パラメータが直接推定できる．本講演では，これらの議論を GICに応用さ
せることで，時間効率の良い新たな情報量規準を提案する．

2 問題設定

n個のデータ {(yi, xi1, · · · , xip)|i = 1, · · · , n}が観測されたとき，未知の回帰関数 f(x) = E[y|x], (x =
[x1 · · · xp]T )の推定を考える．そこで，xi = [xi1 · · ·xip]T を与えたときの yi が指数分布族の密度

f(yi; ηi) = exp
(

yiηi − b(ηi)
φ

+ h(yi, φ)
)

, i = 1, · · · , n

を持つと仮定する．ここで，b′(ηi) = µi = E[yi|xi]であり，φb′′(ηi) = V [yi|xi]である．η(·)を未知の回帰
関数として，ηi = η(xi)を扱い，

η(xi) = β0 +
p∑

j=1

βjxij +
K1∑

k=1

u1k(xi1 − κ1k)+ + · · ·+
Kp∑

k=1

upk(xip − κpk)+, i = 1, · · · , n

を想定する．ここで，κ11, · · · , κ1K1 , · · · , κp1, · · · , κpKp はノット，(x)+ = max{x, 0}である．また，η =
[η(xi) · · · η(xn)]T，β = [β0 β1 · · · βp]T，uj = [uj1 · · · ujKj ]

T，u = [uT
1 · · · uT

p ]T，zi = [(xi1 −
κ11)+ · · · (xi1−κ1K1)+ · · · (xip−κ1p)+ · · · (xip−κpKp)+]T，Z = [z1 · · · zn]T，X = [x1 · · · xn]T を
導入すると，η = Xβ + Zuと表せ，ci = [xT

i zT
i ]T，C = [X Z] = [c1 · · · cn]T とおき，w = [βT uT ]T

とすると η = Cw と表せる．

このとき，正則化法による β，uの推定量は，更新式
[

βnew

unew

]
← (CT WC + nφλ)−1CT W

{
C

[
βold

uold

]
+ W−1(y − µ)

}
(1)

より得られ，収束値 [β̂ û]を用いて η̂ = Xβ̂+Zûとなる．ただし，µ = [µ1 · · · µn]T，b′(ηi) = µi = E[yi|xi]，
W = diag[b′′(Xβ + Zu)]であり，λ = diag[0 · · · 0 λ1 · · · λp]は平滑化パラメータである．
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3 統計的モデル選択

正則化法によって推定されたスプラインモデル f(y|ŵ, φ̂)のノットの個数K = {K1, · · · ,Kp}，平滑化
パラメータ λの選択は GICを用いて，GIC = GIC(K, λ) を最小とするK，λ として得られる．しかし，

GICを最小にする λ1, · · · , λp は，グリッドサーチによって決定するものであるため，時間コストの観点か

らは効率的であるとは言えない．そこで我々は GICによるモデル選択において効率の良い平滑化パラメー
タの決定を以下に提案する．

4 一般化線形混合モデル

y = [y1 · · · yn]T の密度における uを u ∼ N(0, G)とすると，モデルは一般化線形混合モデルとなる．
ただし，G = diag[σ2

11K1 · · · σ2
p1Kp

]である．そこで，PQLを用いて，βの推定量と uの予測量を求める

と，PQLによる [βT uT ]T の更新式は
[

βnew

unew

]
← (CT WC + φB)−1CT W

{
C

[
βold

uold

]
+ W−1(y − µ)

}
(2)

で与えられる．ここで，B = diag[0 · · · 0 (1/σ2
1)1K1 · · · (1/σ2

p)1Kp
]，µ = b′(Xβ + Zu)，W =

diag[b′′(Xβ+Zu)]である．(2)は，(1)において，B = nλとした式と一致している．したがって，Bの中に含

まれるパラメータを推定することができれば，平滑化パラメータ λ1, · · · , λpの推定値は λ̂i = 1/(nσ̂2
i ), (i =

1, · · · , p) として得られることになる．B の推定量は，擬似データ yp = Xβ + Zu + W−1(y − µ) =
Xβ + Zu + εp を考えたとき，yp ∼ N(Xβ, V )，V = ZGZT + φW を仮定し，最尤法により推

定できる (Ruppert et al(2003))．そこで，GIC において，λ̂ = B̂/n としたとき，ノットの個数 K を

GICP = GIC(K, B̂/n) を最小とするものとして選択する．
GICP では平滑化パラメータを推定するので，第 3節で扱った手法のようにグリッドサーチにより探索す

る必要が無い分，計算コストの観点から効率的であると言える．

5 比較

線形モデルや線形加法モデル，変化係数モデルに対して，実データへの当てはめ，予測精度，シミュレー

ションにおけるGICとGICP の比較を行った結果，予測精度や曲線の形状はほとんど同じであったが，計

算時間は GICP の方がはるかに早いことがわかった．

6 まとめと展望

5節より，GICとGICP は，共に良いモデル選択規準となることがわかったが，計算時間が早い分，GICP

はGICの簡便版として有用である．また，セミパラメトリック回帰の枠組みの中で，空間モデル (Ruppert
et al(2003))にも GICP を適用できるだろう．
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