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1 はじめに

LR統計量はバートレット補正可能であることが知られているが, Wald統計量, Rao統計量 (別名
Lagrange-multiplier (LM)統計量)など多くの統計量は一般的にバートレット補正可能ではない. 実
際,帰無分布のカイ２乗型の漸近展開はしばしばP (S ≤ x) = Gf (x)+ 1

n

∑k
�=0 π�Gf+2�(x)+o(n−1)

の形をするが, LR 統計量のようにバートレット補正可能である統計量 S は k = 1 の場合であ
る. k �= 1 に対しては定数補正では n−1 の項を消すことはできないが, 多項式の補正統計量
SCF = S(1− 1

n

∑k
�=1 ĉ�S

�−1)により P (SCF ≤ x) = Gf (x)+o(n−1)とできるような係数 c1, . . . , ck

が π0, π0 + π1, . . . ,
∑k−1

�=0 π� から唯一定まることを Cordeiro and Ferrari (1991; Biometrika) が示
し, Kakizawa (1996; Biometrika) はさらに単調な多項式による補正統計量 Smon を考察した.
ところで, Cordeiro and Ferrari (1991) と同じ時期に Chandra and Mukerjee (1991; JMA) と

Taniguchi (1991a, b; Springer, JMA; 正規 ARMAモデルを念頭にした一般漸近理論であり, 同じ
手法は IIDモデルでも議論される) は p = 1 の場合に補正統計量の提案をした. ここでの補正と
は, 与えられた漸近カイ２乗型の検定統計量に対し (i) 対数尤度微分の情報 (ii) 最尤推定量の情報
を取り入れることから, 帰無分布の漸近展開の n−1 項を消失させることを意味する. 本報告の目
的は後者の Taniguchi (1991a, b) のアプローチを p > 1 なる単純帰無仮説の場合に拡張すること
である. Chandra and Mukerjee (1991) は最終節にて多母数の場合に Rao統計量のみを考察して
いるが, 彼らとは違う補正統計量が存在することも指摘する.
本報告は途中経過報告であり, 進展がみられたら別の機会に報告したいと思う.

2 記号

d-次元の密度関数モデル P = {f(x;θ) : θ ∈ Θ ⊂ Rp} の対数尤度関数を L(θ) =
∑n

i=1 log f(xi;θ)
とし, 単純帰無仮説 θ = θ0 を検定したい. θ = (θ1, . . . , θp)′ に関して微分可能な任意の関数 Ψ(θ)
の s階の偏微分を Ψj1...js(θ) = (∂/∂θj1) · · · (∂/∂θjs)Ψ(θ) と書き, 以下 θ = θ0 で評価されたとき,
θ0 は省略する. �(θ) = log f(x;θ) の微分 �j11...j1R1

, . . . , �jν1...jνRν
の積の (帰無仮説の下での)期待

値を

µj11...j1R1
,...,j11...jνRν

= E
[ ν∏
i=1

�ji1...jiRi

]
(一般性を失うことなく R1 ≥ R2 ≥ · · · ≥ Rν)

と書く. 微積分の順序交換可能な条件下で µj1 = E[�j1] = 0 となるが, これをさらに繰り返
し微分して, いわゆる Bartlett identity が成り立つ; n−1 の漸近理論では µj1j2 + µj1,j2 = 0,
µj1j2j3+〈3〉µj1j2,j3+µj1,j2,j3 = 0, µj1j2j3j4+〈4〉µj1j2j3,j4+〈3〉µj1j2,j3j4+〈6〉µj1j2,j3,j4+µj1,j2,j3,j4 = 0
に注意する. p× p 行列 (µj1,j2)j1,j2=1,...,p の対称な square-root matrix (一意に定まらない) を１つ
固定し, それを (ij1,j2)j1,j2=1,...,p とおく. このとき, 逆行列 {(ij1,j2)j1,j2=1,...,p}−1 を (ij1,j2)j1,j2=1,...,p

と書く. そして, Einstein の表記法に従い

µ(j11...j1R1
,...,j11...jνRν ) =

( ν∏
k=1

Rk∏
r=1

ijkr,j′kr

)
µj′11...j′

1R1
,...,j′11...j′

νRν

を定義する. さらに, s 階の対数尤度微分の規準化された基本統計量を

Z(j1...js) =
1

n1/2
ij1,j′1 · · · ijs,j′s(Lj′1...j′s − nµj′1...j′s)

とおく.



3 p > 1 で単純帰無仮説の場合の２次検出力について

帰無仮説 θ = θ0 に対する (LR 統計量, Rao 統計量, Wald 統計量を含む) 検定統計量のクラス
SΓ = UΓ

a UΓ
a + op(n−1/2) を考える. ここに, UΓ

a = Z(a) + n−1/2(γ[1]Z(ab)Z(b) + Γ[2]
abcZ(b)Z(c)) の特

別な場合である Rao統計量は γ[1] = Γ[2]
abc = 0 に対応する. 本報告の１つの結果として Taniguchi

(1991a, b) の多次元版を示した. すなわち, 統計量 SC = UC
a UC

a + op(n−1/2) が与えられたとき, 局
所対立仮説 A : θa

n = θa
0 + n−1/2ia,a′

εa′ の下でのキュムラント cum∗C
a1

= εa1 + 1
n1/2 κ∗C

a1
+ o(n−1/2),

cum∗C
a1,a2

= δa1a2 + 1
n1/2 κ∗C

a1,a2
+ o(n−1/2), cum∗C

a1,a2,a3
= 1

n1/2 κ∗C
a1,a2,a3

+ o(n−1/2) について, もし
k∗C

a1,a2,a3
= 0 ならば

PA[UC(1)
a UC(1)

a > x] = 1 − Gp(x; ε′ε) +
1

n1/2

2∑
�=0

πε
1/2,�Gp+2�(x; ε′ε) + o(n−1/2) .

ここに, πε
1/2,� は c[1], C

[2]
abc に依存しない ε = (εa)a=1,...,p の３次の斉次多項式である. 一般に UΓ

a

の３次キュムラントは O(n−1/2) であるが, 次節の (Op(n−1/2)までの) 方法で統計量を修正すれば,
３次キュムラントは o(n−1/2) となり, 修正統計量の２次の検出力は同じになることが示された.

4 p > 1 で単純帰無仮説の場合の統計量のバートレット型補正について
(途中経過報告)

バートレット型補正は n−1 の漸近理論だから, 前節のクラスを S = UaUa + op(n−1) に拡張する.
ここに, Ua = Z(a) + n−1/2U (1)

a + n−1U (2)
a ,

U(1)
a = γ[1]Z(ab)Z(b) + Γ

[2]
abcZ(b)Z(c) ,

U(2)
a = γ[3]Z(ab)Z(bc)Z(c) + Γ

[4]
bcdZ(ab)Z(c)Z(d) + Γ

[5]
abcZ(bd)Z(d)Z(c) + Γ

[6]
abcdZ(b)Z(c)Z(d) + γ[7]Z(abc)Z(b)Z(c)

の特別な場合であるRao統計量は γ[1] = Γ[2]
abc = γ[3] = Γ[4]

bcd = Γ[5]
abc = Γ[6]

abcd = γ[7] = 0 に対応する.
Taniguchi (1991b) の方法によれば最尤推定量の適当なスカラー関数 h̃を統計量 S に乗じてバート
レット補正可能な統計量を導くのだが, p > 1の場合には必ずしもバートレット補正可能ではないとい
う否定的な結果が示された. そこで,最尤推定量の適当な行列関数 H(·)を導入することを提案する.
すなわち, H(·)の (a, b)要素をHab(·)とおくときS†T = {Haa′

1
(θ̂ML)Ua′

1
}{Haa′

2
(θ̂ML)Ua′

2
}の確率

展開と漸近展開を計算して, (S†T )� = (1+ρ/n)S†T について P [(S†T )� ≤ x] = Gp(x)+o(n−1)とな
るような定数 ρ とスカラー関数 Hab (ただし Hab(θ0) = δab) の微係数Hab,j = Hab,j(θ0),Hab,jk =
Hab,jk(θ0) を定める. 実際, 微係数 Haa′,j,Haa′,jk は U†T

a = Haa′(θ̂ML)Ua′ の３・４次キュムラン
トが o(n−1) となるように選ばれることができる.
注意. (1) 多母数で Rao統計量に対してのみ提案された Chandra-Mukerjee (1991) 法は統計量

S = UaUa + op(n−1) へも応用される:

SCM = UCM
a UCM

a , UCM
a = Ua +

1
n1/2

MabcZ(b)Z(c) +
1
n

(MabZ(b) + MabcdZ(b)Z(c)Z(d))

及び

(S†CM )� =
(
1 +

ρ

n

)
U†CM

a U†CM
a , U†CM

a = Ua +
1

n1/2
MabcZ(b)Z(c) +

1
n

MabcdZ(b)Z(c)Z(d)

(後者は, Chandra-Mukerjee (1991) の Mab の決め方に対する任意性をふまえ, 報告者が指摘し
た修正である) について P [SCM ≤ x], P [(S†CM )� ≤ x] = Gp(x) + o(n−1) となるような定数
Mab,Mabc,Mabcd, ρ が存在する. 実際, Mabc,Mabcd は UCM

a または U†CM
a の３・４次キュムラン

トが o(n−1) となるように選ばれることができる.
(2) (1) の修正項で Z(j) の代わりに Uj を用いることもできる.


