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1 はじめに

確率過程X = (Xt)t∈R+ を離散時点データ (Xihn
)i≤n に基づいて推測する問題は多種多様である. 近

年, 固定期間高頻度データ (hn = T/n, T > 0は所与の定数)による累積ボラティリティの推定が注目
を集め, 実装容易な様々な統計手法が確立されてきた: e.g., [2]∼[7], [9], [10], [11], [12]. [13], [17]∼[20].
ランダムな規格化を介して, 一次までの理論は非常に広範な統計モデルに対して整備された.

本報告では, X に含まれるボラティリティ部分以外に含まれるパラメータの推定も同時に行う問
題を考える. この場合 Tn := nhn → ∞なる漸近手法が不可欠になると同時に, X の長期期間に亘る
性質が本質的となる. 本報告では, 最も簡単なレヴィ過程の場合に焦点を当て, 特に拡散係数の推定に
関し, 固定期間高頻度データの場合と同様の推定方式は可能かどうかを論じる.

2 レヴィ過程

以下の形の d次元レヴィ過程を考える:

Xj
t = bjt +

∑

k≤d′
σjkwk

t +
∫ t

0

∫

|z|≤1

zjµ̃(ds, dz) +
∫ t

0

∫

|z|>1

zjµ(ds, dz), j ≤ d.

我々はデータ (Xihn)i≤n を得る. ここで Tn →∞とする. ∆n
i X = Xihn −X(i−1)hn

と書く.

本報告では, 全てのパラメータの同時推定に先駆け, Tn →∞の場合に√
n-一致性をもつCの推定

量を構成する事を考える. ここで C = (Cjj′)j,j′≤d := σ⊗2 = [
∑

k≤d′ σ
jkσj′k]j,j′≤d は X の第二特性

量である. C は正定値であると仮定する. 我々は C の単独推定を第一に試みる; X の構造によっては,
C以外でも

√
n, もしくはより速い最適収束率を持つものも存在する (e.g., [1], [14], [15], and [16]). ま

た, C 以外のパラメータの推定方法についても言及する.

3 拡散係数の単独推定

Realized multipower variation (MPV) の長期版の最も簡単なものは以下で与えられる: m ∈ N,
n′ := n−m + 1とし, 各 j ≤ dに対して

Mm,n(Xj) =
1
n′

∑

i≤n′

∏

l≤m

∣∣∣∣
∆n

i+l−1X√
hn

∣∣∣∣
2/m

.

ここでの興味は以下の問題にある: {Mm,n(Xj)}j≤dに関して, “いかなる条件の下で C を最適収束率√
nをもって推定可能か?” (Jacod [11]はm = 1の場合の漸近挙動を調べ上げた.)



µ2/m :=
∫ |y|2/mφ(y; 0, 1)dy = 21/m√

π
Γ( 1+2/m

2 )とし, 統計量 Ĉn = (Ĉjj′
n )j,j′≤d を以下で定義する:

Ĉjj′
n =





µ−m
2/mMm,n(Xj) for j = j′;

2−1µ−m
2/m

{
Mm,n(Xj + Xj′)−Mm,n(Xj)−Mm,n(Xj′)

}
for j 6= j′.

Claim 1. ∃q > 0
∫
|z|>1

|z|qν(dz) < ∞, 2 ≤ m, 2 ≤ mqのとき, Ĉn →p C.

β := inf{η > 0 :
∫
|z|≤1

|z|ην(dz) < ∞} ∈ [0, 2]とする; cf. [8].

Claim 2. Claim 1の条件に加え, 更に, β < 2/m < 1, ∃ε > 0 nh
2−2/m
n ∨ nh

1+2/m−ε
n → 0とする.

このとき
√

n(Ĉn − C)はある行列値正規分布へ弱収束する.

先行研究でよく調べられている Tn ≡ T > 0の場合と異なり, ここでは大域的なモーメント条件が
不可避的となる. また, hn → 0に関する条件が幾つか生じる; 勿論, それらは全て hn = T/nなら自
動的に満たされる.

本報告内容の一つの (自然な)結論としては以下が挙げられる: C を最初から最適収束率
√

nで
単独推定可能であるが, ドリフト項および飛躍部分を無視できる為の代償として固定期間高頻度デー
タの場合には必要のない条件が課される. もしドリフトを始めからないものとするのであれば, 条件
nh

2−2/m
n ∨ nh

1+2/m−ε
n → 0は nh

2−2/m
n → 0で置き換えることができる. また, 証明において独立増

分性を緩和できる箇所は多々あり, (長期版)MPVは, レヴィ過程のみならず, 様々なX に関する推定
に対して有用な道具となり得る.
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