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1　はじめに
情報化の進展に伴い，データの次元数 pが標本数 nよりも大きな，高次元小標
本データの解析法が必要になってきている．高次元データ解析を行う際，データ
は真には高次元でなく，むしろ高次元空間に埋め込まれていて，実際は，ずっと
小さな次元をもった空間において要約できる，というコンセンサスがある．そこ
では，出来るだけ情報を損なうことなく，低次元空間への次元縮約を行うべく，
様々な方法論が提案されている．本報告は，次元縮約のための各種方法論を使う
上で鍵となる，Intrinsic Dimension (ID)の推定を考えた．さらに，IDまで次元
縮約した低次元空間における情報量を調べるために，寄与率の推定も考えた．

2　 IDと寄与率の推定
母数が未知の p次元正規分布Np(µ,Σp)において，共分散行列Σpの固有値を

λ1 ≥ · · · ≥ λp > 0とする．そのとき，Ahn et al. (2007)に与えられる次のモデル
を仮定する．ある未知の自然数 k (< p)に対して，

λ1 = · · · = λk = apα, λk+1 = · · · = λp = c

ここで，a, c (> 0), α (> 1/2)は未知の実数である．次元数 pが大きな高次元
データにおいて，最初の k番目までの固有空間は潜在的なものと考えられ，残り
の p− k個の固有空間はノイズがもたらしたものと解釈できる．そこで，自然数
kを IDと考える．なお，k = γpr (γ > 0, 0 ≤ r < 1) とおいて，IDが pに伴って
増加するモデルも考慮に入れる. いま，

kp :=
tr(Σ2

p)
2

tr(Σ4
p)

= k + O(p1−2α), p →∞

に注意する．大きさ n (≥ 40, k = 1; n ≥ 24, k = 2, 3; n ≥ 16, k ≥ 4)の
i.i.d.標本を 4つに分け，各々の大きさが n/4 (= n?)の標本で標本共分散行列
Sipn? , i = 1, ..., 4 を計算する．そのとき，kの推定として

k̂n? =
tr(S1pn?S2pn?)tr(S3pn?S4pn?)

tr(S1pn?S2pn?S3pn?S4pn?)

を考えると，k/n → 0, p →∞ のとき

Eθ(k̂n?) = k + o(k/n) + O(p1−2α), Eθ{(k̂n? − kp)
2} = O(k/n)

が主張でき，この結果は高次元小標本 (n/p → 0)においても保証される．



第 k固有空間までの潜在的な効果とノイズの影響は，第 k固有値までの寄与率
δ =

∑k
i=1 λi/

∑p
i=1 λiで評価される．いま，

δp :=
tr(Σ2

p)
2

tr(Σ3
p)tr(Σp)

= δ + O(p−α), p →∞

に注意する．そのとき，δの推定として

δ̂n? =
tr(S1pn?S2pn?)tr(S3pn?S4pn?)

tr(S1pn?S2pn?S3pn?)tr(S4pn?)

を考えると，n →∞, p →∞ のとき
Eθ(δ̂n?) = δ + O(1/nk) + O(p−α), Eθ{(δ̂n? − δp)

2} = O(1/nk)

が主張でき，この結果は高次元小標本 (n/p → 0)においても保証される．
以上で与えた IDと寄与率の推定が，漸近的な評価を精確に保証するための標
本数を，二段階推定で決定した．その際の IDと寄与率の推定は，p →∞のとき

Eθ(k̂N?) = k + o(1), Eθ{(k̂N? − kp)
2} = o(1),

Eθ(δ̂N?) = δ + o(k−2) + O(p−α), Eθ{(δ̂N? − δp)
2} = o(k−2)

が主張でき，高次元小標本で結果が保証される．また，全ての結果は

λ1 ≥ · · · ≥ λk > λk+1 ≥ · · · ≥ λp, k = γpr (γ > 0, 0 ≤ r < 1),

λi = apα + bip
βi + ci (a, bi, ci > 0; α > 1/2; α− βi > r/2), i = 1, ..., k,

λj = bjp
βj + cj (bj, cj > 0; α− βj > 1/2), j = k + 1, ..., p

なる一般化モデルにおいても成立することが示された．

3　非正規分布における考察
母平均は µ = 0とする．一般化モデルにおいて，kを定数 (r = 0)と仮定す
る．適当な大きさ nの i.i.d.標本から標本共分散行列 Spn を計算し，tr(Spn) =∑p

i=1 λiWinなる確率変数Win (i = 1, ..., p)について，Eθ(W 4
in) = 1 + o(1) (n →

∞), Eθ(W−4
in ) < ∞が満たされるとする．2節と同様にSipn? , i = 1, ..., 4を計算

し，kの推定として

k̃n? =
tr(S1pn?S2pn?)

2

tr(S3pn?S4pn?S3pn?S4pn?)

を考える. そのとき，n →∞, n/p → 0で

Eθ(k̃n?) = k + o(1)

が成り立つ．さらに，Eθ(W 8
in) = 1 + o(1) (n →∞), Eθ(W−8

in ) < ∞も満たされ
るなら，n →∞, n/p → 0で

Eθ{(k̃n? − kp)
2} = o(1)

が成り立つ．シミュレーションによる数値的な考察も与えられた．


