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1. はじめに
Welch(1947; Biometrika)-James(1954; Biometrika)法は 1950年代から 1970年代に多変量正規に
おける諸統計量の漸近展開導出でしばしば利用され, 分布評価のための有力な手法の１つに位置づけ
られた. 典型例は正規 MANOVAの LH統計量 (Siotani(1956,1971; AISM,AMS), Ito(1956,1960;
AMS)) の非心分布である. Fujikoshi(1974; AISM)は GMANOVA統計量の非心分布の漸近展開
を求めたが, その導出法は正規 GMANOVAに対する正準型 (Gleser and Olkin(1970; In: Essays
in Probability and Statistics)) から, vec(Z′) ∼ NpN (E[vec(Z′)], IN × Σ) なる正規行列 Z のパー
ティション (Zab)a,b=1,2,3 において Z13 と W33 ≡ Z′

33Z33 を条件付けした分布論を MANOVA統
計量の非心ケースに帰着させ, Wishart行列 W33 に関する期待値計算へ Welch-James 法を適用
したことによる. 等分散な多変量正規の２群判別問題で, Okamoto(1963; AMS) は W -判別方式の
誤判別確率の漸近展開導出のために標本平均ベクトルと標本分散行列の関数の期待値を微分作用
素で公式化しており, それは Memon and Okamoto(1971; JMA) により Z-判別方式に対しても適
用された. さらに, 多変量正規の分散行列に関する統計量では, 標本分散行列の関数の期待値の公
式が杉浦・長尾・藤越による漸近展開導出の際に使用された. このような Welch-James法を起源
とするアプローチの背後には正規標本論での Cochranの定理があり, 独立な正規行列と Wishart
行列の関数あるいは複数の独立な Wishart行列の関数として記述される場合には, 条件付き期待
値を経由して Wishart行列に関する期待値計算へ帰着させることができた.
一方, 非正規母集団ではこれらの事実は一般には成立せず, Wishart分布が登場することも稀であ

る. そこで, 報告者は最近の一連の研究においてWelch-James 法の条件付き期待値をとるステップ
を外して考えることから, 非正規母集団における微分作用素アプローチを再考察し, １標本・２標本
のHotelling の T 2統計量と１元配置モデルの LR,LH,BNP統計量, 及び, James統計量 (２標本の
場合の BF統計量も含む)の局所対立仮説の下での漸近展開導出に成功した (詳細は Kakizawa and
Iwashita(2008a,b; To appear in JSPI,JMA), Kakizawa(2007; To appear in JJSS)). なお, 漸近展
開の正当化については, 独立な確率ベクトルの和に関する Bhattacharya and Rao(1976; Wiley) を
基礎として保証される.

2. 非正規MANOVA, GMANOVAにおける漸近展開の進展
2.1. MANOVAの線形仮説
多変量線形回帰 (あるいは MANOVA)モデル Y = XΘ + U において線形仮説 BΘ = Or×p を
考える. ここに, 既知な N × q 計画行列 X のランクは q, 既知な線形制約の r × q 行列 B の
ランクは r(≤ q), そして q × p 係数行列 Θ は未知母数とする. また, U′ (p × N 行列) の i 列
を ui と書くとき u1, . . . ,uN は平均ベクトル 0, 分散行列 Σ, 高次キュムラント κj1,...,js をもつ
独立同一な p次元確率ベクトルであるとする. 正規性の下での伝統的な LR,LH,BNP統計量は仮
説による平方和行列 HY = Y′X(X′X)−1B′{B(X′X)−1B′}−1B(X′X)−1X′Y と残差平方和行列
EY = Y′{IN − X(X′X)−1X′}Y を定義するとき, HYE−1

Y の固有値 λY,j ≥ 0 に基づいて統一
的に議論される: Tψ = ν

∑p
j=1 ψ(λY,j). 従って, 滑らかな関数 ψ に対して ψ(0) = 0, ψ′(0) = 1

(LR,LH,BNPは ψ(x) = log(1 + x), x, 1 − 1/(1 + x) の場合で, この条件を満足する) を仮定する
ときは特性関数について E[eitTψ ] ≈ E[eittr(HY Σ̂−1

Y )] + itψ′′(0)
2N E[tr{(HY Σ̂−1

Y )2}eittr(HY Σ̂−1
Y )] となる.

ここに, Σ̂Y = EY /(N − q) はΣ の不偏推定量である.
本報告の１つの貢献は Kakizawa and Iwashita(2008b; To appear in JMA) の拡張にある. す

なわち, 位置不変性 Σ̂Y = Σ̂U 及び, 局所対立仮説 Θ = Θ0 + (X′X)−1/2Θε (但し, BΘ0 = Or×p
と BΘ �= Or×p を仮定する) の下での変形 HY = [U′X(X′X)−1/2 + Θ′

ε]Ṁ[ ]′ に注目し, p × r

確率行列 z̃(1:r)
U ≡ U′X(X′X)−1/2V̇(1:r) と Σ̂U の多項式の関数の期待値公式を与えた. ここに,



Ṁ = (X′X)−1/2B′{B(X′X)−1B′}−1B(X′X)−1/2 はランク r の巾等行列であり, スペクトル分解
Ṁ = V̇(1:r)(V̇(1:r))′ をもつ (なお, V̇ = [V̇(1:r), V̇(r+1,q)] は q × q 直交行列である).

2.2. GMANOVAの一般化線形仮説
多変量一般化線形回帰モデル (GMANOVA の他, Potthoff and Roy(1964; Biometrika)モデル, 成
長曲線モデル (GCM) など別名は多い) Y = XΞA + U において一般化線形仮説 BΞC = Or×s
を考える. ここに, 既知な N × q 計画行列 X のランクは q, m×p計画行列 Aのランクは m(≤ p),
既知な線形制約の r × q 行列 B と m × s 行列 C のランクはそれぞれ r(≤ q) と s(≤ m), そし
て q×m 係数行列 Ξ は未知母数とする. 正規性の下での LR,LH,BNP統計量とKleinbaum(1973;
JMA) のWald型統計量を含む検定統計量のクラス T(ψ,d) = (N − q)

∑s
j=1 ψ(λ(d)

Y,j) の非正規かつ
局所対立仮説 Ξ = Ξ0 + (X′X)−1/2Ξε (但し, BΞ0C = Or×s と BΞC �= Or×s を仮定する) での
検出力比較に興味があり, 特に, 非負の固定された実数 d と ψ(0) = 0, ψ′(0) = 1 を満たす滑らか
な関数 ψ(x) 及び非正規性の影響を調べることは重要である. ここに, E◦

Y = C′(AE−1
Y A′)−1C,

R(d)
Y ≡ (X′X)−1 + d(X′X)−1X′Y{E−1

Y −E−1
Y A′(AE−1

Y A′)−1AE−1
Y }Y′X(X′X)−1 ,

H(d)
Y = (BΞ̂YC)′(BR(d)

Y B′)−1(BΞ̂YC) , Ξ̂Y = (X′X)−1X′YE−1
Y A′(AE−1

Y A′)−1

を定義したとき, λ(d)
Y,j ≥ 0 は H(d)

Y (E◦
Y )−1 の固有値である. 位置不変性 E◦

Y = E◦
U , R(d)

Y = R(d)
U と

局所対立仮説の下での変形 BΞ̂YC = B(X′X)−1/2{(X′X)−1/2X′U+ΞεA}Σ̂−1
U A′(AΣ̂−1

U A′)−1C
に注意し, T(ψ,d) を (かなり煩雑ではあるが) 確率展開することから, z̃(1:r)

U と Σ̂U の多項式の特性
関数計算に帰着させた (MANOVAケースの公式を適用する; 但し, 計算は極めて煩雑である).

3. 検出力比較
以上, 非正規母集団における平均推測の N−1 の漸近展開の最近の進展を微分作用素の使用の観点か
ら報告した. ところで, 帰無分布 (d = 1は Yanagihara(2001,2007; HMJ,JJSS; Wakaki et al.(2002;
HMJ) の GMANOVA版)) について Pr[T(ψ,d) ≤ CF (x)|H] = Grs(x) + o(N−1) となる Cornish-
Fisher型展開CF (x) = x{1+(2/N)

∑3
j=1 cjx

j−1}, 及び, Pr[B(T(ψ,d)) ≤ x|H] = Grs(x)+o(N−1)
となる Bartlett 型変換 B(x) = x{1 − (2/N)

∑3
j=1 cjx

j−1} (なお cj は ψ′′(0), d と母集団分布の
分散行列 Σ, ３次・４次キュムラントに依存する) が得られるから, これらの N−1 の漸近展開に
基づく次の２つの (ψ, d)-検定を考える. B(ψ,d)-検定では B̂(T(ψ,d)) > χ2

rs,α のとき帰無仮説を棄却
し, CF(ψ,d)-検定では T(ψ,d) > ĈF (χ2

rs,α) のとき帰無仮説を棄却する. このとき本報告の主要結果
として, 局所対立仮説の下での一般化線形仮説の検定の検出力に関する以下の結論を得た.
定理 [1元配置モデル (Kakizawa and Iwashita(2008b; To appear in JMA)) の GMANOVA版]
(i) B(ψ,d)-検定の局所検出力 βB

N (α : ψ, d) は CF(ψ,d)-検定の局所検出力 βCF
N (α : ψ, d) と N−1 ま

で一致する. (ii) (ψ, d1)-検定の局所検出力は (ψ, d2)-検定の局所検出力と N−1 まで一致する. 従っ
て, N−1 の局所検出力は d ≥ 0 に依存しない. (iii) N−1 の局所検出力の差は分布に無関係で,

lim
N→∞

N{βCF
N (α : ψ2, d) − βCF

N (α : ψ1, d)} = lim
N→∞

N{βB
N (α : ψ2, d) − βB

N (α : ψ1, d)}

=
ψ′′

2 (0) − ψ′′
1 (0)

2

[
tr(Ω2

◦) −
r + s+ 1
rs+ 2

{tr(Ω◦)}2
]
grs+8{χ2

rs,α; tr(Ω◦)} .

ここに, QΣ = Σ−1A′(AΣ−1A′)−1C{C′(AΣ−1A′)−1C}−1C′(AΣ−1A′)−1AΣ−1 を定義すると
き, 非心行列は Ω◦ = QΣ(ΞεA)′(limN→∞ Ṁ)(ΞεA)QΣΣ.
これにより, 藤越 (2003; 日本統計学会誌) の 2.4節の “個人的チャレンジ”の一部が解決された.

また, 誤差項を対数正規とする MANOVAの数値実験から, TLH については多項式 B(x) の非単
調性が検出力損失の原因となる (Cordeiro-Ferrari(1991; Biometrika) による Bartlett型統計量は
非単調性のために帰無仮説から離れるほど負になる傾向が強い) ことが分かり, 検出力回復の策と
して単調な Bartlett型調整 (Kakizawa(1996; Biometrika)) の重要性を指摘した.


