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1 設定
y = (y1, . . . , yn)′を目的変数，xj = (x1j, . . . , xnj)

′, j = 1, . . . , pを p個の線形独立な説
明変数，X = [x1 · · ·xp]をデータ行列とする．このとき，次のような線形回帰モデルを考
える：

y = Xβ + ε.

ここで，β = (β1, . . . , βp)
′は係数ベクトル，ε ∼ Nn(0, σ2In)は誤差項である．

Lasso，group Lassoを一般化して，次のような最小化問題の解で定義される推定量 β̂K

を考える．u, v ∈ Rpにたいして，〈u, v〉 = u′V v と定める．ここで，V = X ′X であって，
‖ · ‖ =

√
〈·, ·〉と書く．このとき，β̂K を次の最小化問題の解として定義する．

min
β
‖β − β̂◦‖ subject to β ∈ K.

ここで，β̂◦は βのOLS推定量，K ⊂ Rpは閉凸集合である．β̂Kは β̂◦をKに射影したもの
である．実際には，与えられた閉凸集合のコレクションKのなかから最適な K̂を選んで，
β̂K̂ を最終的な推定量とする．本報告では，Kの選択に関する統一的な規準を導出する．

2 主結果

2.1 SURE法

最適なKとして，モデルの予測リスクを最小にするものを選ぶこととする．予測リスク
は未知なので，推定する必要がある．
予測量 µ̂K = µ̂K(y) = Xβ̂K を考える．ynewを yと同じ分布に従う独立なランダムベク

トルとし，µ̂K の予測リスクをE(‖ynew − µ̂K‖2
2)/nで測る．

このとき，E(‖ynew − µ̂K‖2
2) = E(‖y − µ̂K‖2

2) + 2df(µ̂K)σ2 と表すことができる．ここ
で，df(µ̂K) =

∑n
i=1 cov(µ̂i, yi)/σ

2 は予測量 µ̂K の自由度(degrees of freedom)と呼ばれる．
Steinの補題から，自由度の不偏推定量が d̂f(µ̂K) = div µ̂K で与えられることがわかる．
従って，予測リスクの不偏推定量は，Cp(µ̂K) = ‖y − µ̂K‖2

2/n + 2d̂f(µ̂K)σ2/n で与えられ
る．ところで，β̂K が β̂◦に関して (全)微分可能であれば，div µ̂K = tr(∂β̂K/∂β̂◦)となる．



2.2 Divergence formula

K ⊂ Rpを閉凸集合とする．x ∈ Rpに対して，xKを 〈·, ·〉に関する xのKへの射影とす
る．いま，写像 f : Rp → Rpを f(x) = xK で定める．f のダイバージェンスを求める．

s ∈ ∂K に対して，sにおける法錘は N(K, s) = {y − s|yK = s} で与えられる．法錘
N(K, s)の次元に応じて，境界 ∂Kは ∂K = D1 ∪ · · · ∪Dp と排反に分割される．ここで，
Dm = {s ∈ ∂K| dim N(K, s) = m} である．いま，Em = {x ∈ Rp \K|xK ∈ Dm} と定め
ると，Rp \Kの排反な分割Rp \K = E1 ∪ · · · ∪ Ep を得る．次の仮定をおく．

仮定 2.1. Dmは (p−m)次元のC2級多様体であって，有限個の相対開連結成分からなる．
さらに，Em\E◦

mの Lebesgue測度は 0である．

θ = (θ1, . . . , θp−m)をDmのC2級局所座標系とし，s ∈ Dmを s = s(θ)と書く．Dmの s

における接空間はTs(θ)Dm = span {ba(θ) = ∂s/∂θa(θ), a = 1, . . . , p−m}で与えられる．ま
た，Ts(θ)Dmに直交する正規直交系 {nα(θ), α = 1, . . . , m}を 1つとる．このとき，

(θ, τ) 7→ ϕ(θ, τ) = (s(θ) +
m∑

α=1

ταnα(θ))

をE◦
mのC1級局所パラメータ付けとしてとって，fを局所座標 (θ, τ)に関してf(θ, τ) = s(θ)

と表すことができる．
局所座標系θ = (θ1, . . . , θp−m)に付随する第1基本形式をG(θ)，Dmの法線方向nα(θ)に関

する第2基本形式をHα(θ)と書く．また，x = ϕ(θ, τ)に対して，H(θ, τ) = −∑m
α=1 ταHα(θ)

とおく．これは，半正定値行列である．このとき，次の補題を得る．

補題 2.1. ダイバージェンス div f(x) =
∑p

j=1 ∂fj(x)/∂xj，x ∈ E◦
mは

div f(x) =

p−m∑
a=1

1

1 + κa(x)

で与えられる．ここで，κa(x) = κa(θ, τ), a = 1, . . . p−mは，

|H(θ, τ)− κG(θ)| = 0 (1)

をみたす固有値である．

2.3 Degrees of freedom

β̂◦ ∈ Emに対して，x = β̂◦，xK = β̂K としたときの固有方程式 (1)の根を κm,a(β̂
◦), a =

1, . . . , p−mと書く．また，形式的にE0 = K，κ0,a ≡ 0，a = 1, . . . , pと定める．

定理 2.1. 以上の準備のもとで，

d̂f(µ̂K) =

p∑
m=0

p−m∑
a=1

1

1 + κm,a(β̂◦)
I(β̂K ∈ Em)

は µ̂K = Xβ̂K の自由度 df(µ̂K)の不偏推定量を与える．


